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詳細解答

§ 1の問題解答

解 1.1 (2, 1) 成分は 9，第 2 行は
(

9 10
)
，第 1 列は

⎛⎝ 7
9
11

⎞⎠．
解 1.2 （1）a11, a22, a33

（2）対角行列，スカラー行列，上三角行列，下三角行列の順にそれぞれ⎛⎝ a11 0 0
0 a22 0
0 0 a33

⎞⎠ ,

⎛⎝ a11 0 0
0 a11 0
0 0 a11

⎞⎠ (ただし，a11 = a22 = a33),

⎛⎝ a11 a12 a13
0 a22 a23
0 0 a33

⎞⎠ ,

⎛⎝ a11 0 0
a21 a22 0
a31 a32 a33

⎞⎠ .

解 1.3 δ11 = δ22 = δ33 = 1，δ12 = δ13 = δ21 = δ23 = δ31 = δ32 = 0

解 1.4 求める転置行列は 2× 3 行列
(

5 3 1
4 2 0

)
となる．

解 1.5 （1）対応する成分をそれぞれ比較すると，

a2 + b2 = 1, ab+ bc = 0, b2 + c2 = 4.

第 2 式より，b = 0 または c = −a．c = −a のとき，第 3 式より，

b2 + a2 = 4.

これは第 1 式に矛盾．よって，b = 0 とわかり，あとは a と c の値を決めればよい．

b = 0 のとき，第 1 式と第 3 式より，

a = ±1, c = ±2 （複号任意）.

よって，求める a，b，c の値は

a = ±1, b = 0, c = ±2 （複号任意）.

複号同順と複号任意 方程式などを解いたりして，例えば，解が

(x, y) = (a, b), (−a,−b)

と求められたときは，
x = ±a, y = ±b （複号同順）
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とまとめて書くことがある．一方，解が

(x, y) = (a, b), (a,−b), (−a, b), (−a,−b)

と求められたときは，
x = ±a, y = ±b （複号任意)

とまとめて書くことがある．

（2）対応する成分をそれぞれ比較すると，{
a2 + b2 = b2 + c2 = c2 + a2 = 1 ……©1
2ab = 2bc = 2ca = 1 ……©2

©1 より，
a2 = b2 = c2 =

1

2
.

よって，©2 より，
a = b = c = ±

√
2

2
.

解 1.6 （1）A =

⎛⎝ 2 3 4
3 4 5
4 5 6

⎞⎠ （2）A =

⎛⎝ 1 2 3
2 4 6
3 6 9

⎞⎠
（3）A =

⎛⎝ 1 −1 1
−1 1 −1
1 −1 1

⎞⎠ （4）A =

⎛⎝ −1 1 −1
1 1 1
−1 1 −1

⎞⎠
解 1.7 （1）tA = A が成り立つ正方行列 A を対称行列という．

（2）（ア）定理 1.1 より，(1, 2) 成分と (2, 1) 成分が等しくなればよいので，

a = a2.

これを解くと，
a = 0, 1.

（イ）定理 1.1より，(1, 2)成分と (2, 1)成分，(1, 3)成分と (3, 1)成分，(2, 3)成分と (3, 2)

成分がそれぞれ等しくなればよいので，

a = a3, a2 = a6, a5 = a7.

第 1 式より，
a(1− a2) = 0

なので，
a = 0,±1.

これらは第 2 式，第 3 式をみたすので，求める a の値は

a = 0,±1.
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解 1.8 （1）iδij(= jδij)

（2）(i, j) = (1, 2), (2, 3)のときにクロネッカーのデルタの値が 1になるようにすればよい

ので，求める答えは δi+1,j である．

（3）(i, j) = (2, 1), (3, 2)のときにクロネッカーのデルタの値が 1になるようにすればよい

ので，求める答えは δi,j+1 である．

補足 添字が複雑になるときは，混乱を避けるため，添字の間にコンマを入れて区切ると

よい．例えば，δi+1,j のように書く．

解 1.9 m �= n のとき，

(左辺)
積和の公式

=
2

π

∫ π

0

[
−1

2
{cos(m+ n)x− cos(m− n)x}

]
dx

= − 1

π

[
1

m+ n
sin(m+ n)x− 1

m− n
sin(m− n)x

]π
0

= 0.

m = n のとき，

(左辺)
半角の公式

=
2

π

∫ π

0

1− cos 2mx

2
dx =

1

π

[
x− 1

2m
sin 2mx

]π
0

= 1.

よって，
2

π

∫ π

0
sinmx sinnxdx = δmn.

積和の公式

sinα cosβ =
1

2
{sin(α+ β) + sin(α− β)}

cosα sinβ =
1

2
{sin(α+ β)− sin(α− β)}

cosα cosβ =
1

2
{cos(α+ β) + cos(α− β)}

sinα sinβ = −1

2
{cos(α+ β)− cos(α− β)}

半角の公式

sin2
α

2
=

1− cosα

2
, cos2

α

2
=

1 + cosα

2
, tan2

α

2
=

1− cosα

1 + cosα

§ 2の問題解答

解 2.1

(与式) =

⎛⎝ 12 21
15 24
18 27

⎞⎠+

⎛⎝ 0 1
1 2
2 0

⎞⎠ =

⎛⎝ 12 22
16 26
20 27

⎞⎠ .
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補足 例題 2.1と比較して，定理 2.5の（1），（3）が成り立っていることを確認してみると

よい．

解 2.2 （1）(与式) =
(

3 · 0 + 4 · 1 + 5 · 2 3 · 1 + 4 · 2 + 5 · 0 ) = ( 14 11
)
.

（2）(与式) =

(
3 · 1 3 · 2
4 · 1 4 · 2

)
=

(
3 6
4 8

)
.

（3）(与式) =
(

7 · 5 + 8 · 6 ) = ( 83
)
= 83.

補足 例題 2.2と比較して，定理 2.5の（2）が成り立っていることを確認してみるとよい．

解 2.3 まず，⎛⎝ 0 a b
0 0 c
0 0 0

⎞⎠2

=

⎛⎝ 0 a b
0 0 c
0 0 0

⎞⎠⎛⎝ 0 a b
0 0 c
0 0 0

⎞⎠ =

⎛⎝ 0 0 ac
0 0 0
0 0 0

⎞⎠ .

よって， ⎛⎝ 0 a b
0 0 c
0 0 0

⎞⎠3

=

⎛⎝ 0 0 ac
0 0 0
0 0 0

⎞⎠⎛⎝ 0 a b
0 0 c
0 0 0

⎞⎠ = O.

したがって，

⎛⎝ 0 a b
0 0 c
0 0 0

⎞⎠ はべき零行列である．
解 2.4 （1）A，B をともに n次の正方行列とする．AB = BAが成り立つとき，Aと

B は可換であるという．

（2）
A =

(
1 a
0 a2

)
, B =

(
a2 a
0 1

)
とおくと，

AB =

(
1 a
0 a2

)(
a2 a
0 1

)
=

(
a2 2a
0 a2

)
,

BA =

(
a2 a
0 1

)(
1 a
0 a2

)
=

(
a2 2a3

0 a2

)
.

よって，AB = BA とすると，
2a = 2a3.

すなわち，
2a(a2 − 1) = 0.

したがって，求める a の値は
a = 0,±1.

解 2.5 （1）(左辺) = AB −BA = −(BA−AB) = (右辺).
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（2）(左辺) = AA−AA = O = (右辺).

（3）(左辺) = [AB −BA,C] + [BC − CB,A] + [CA−AC,B] = (AB −BA)C

− C(AB −BA) + (BC − CB)A−A(BC − CB) + (CA−AC)B

−B(CA−AC) = ABC −BAC − CAB + CBA+BCA− CBA−ABC

+ACB + CAB −ACB −BCA+BAC = O = (右辺).

解 2.6 与式の左辺を計算すると，

A2 − (a+ d)A+ (ad− bc)E =

(
a b
c d

)(
a b
c d

)
− (a+ d)

(
a b
c d

)
+ (ad− bc)

(
1 0
0 1

)
=

(
a2 + bc ab+ bd
ac+ cd bc+ d2

)
−
(

a2 + ad ab+ bd
ac+ cd ad+ d2

)
+

(
ad− bc 0

0 ad− bc

)
= O.

よって，ケイリー - ハミルトンの定理が成り立つ．

解 2.7 （1）tA = A が成り立つ正方行列 A を対称行列という．

（2）tA = −A が成り立つ正方行列 A を交代行列という．

（3）（ア）©1 +©2 および©1 −©2 より，
A+ tA = 2X, A− tA = 2Y.

よって，
X =

1

2
(A+ tA), Y =

1

2
(A− tA).

（イ）(1.19) および定理 2.5 の（1），（3）を用いて計算すると，

tX = t

{
1

2
(A+ tA)

}
=

1

2
t(A+ tA) =

1

2

{
tA+ t(tA)

}
=

1

2
(tA+A) =

1

2
(A+ tA)

= X

tY = t

{
1

2
(A− tA)

}
=

1

2
t(A− tA) =

1

2

{
tA− t(tA)

}
=

1

2
(tA−A) = −1

2
(A− tA)

= −Y.

よって，X は対称行列で，Y は交代行列である.

解 2.8 仮定より，AB = BA で，また，ある自然数 m に対して，Bm = O である．

よって，

(AB)m = (AB)(AB) · · · (AB)︸ ︷︷ ︸
m 個

= (AA · · ·A)︸ ︷︷ ︸
m 個

(BB · · ·B)︸ ︷︷ ︸
m 個

= AmBm = AmO

= O.

したがって，AB はべき零行列である．
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§ 3の問題解答

解 3.1

(与式) =

(
A+A B −B

Om,l +Om,l C − 2C

)
=

(
2A Ok,n

Om,l −C

)
.

解 3.2 2 乗については例題 3.2 の結果を用いると，(
Em A
On,m En

)3

=

(
Em A
On,m En

)2 (
Em A
On,m En

)
=

(
Em 2A
On,m En

)(
Em A
On,m En

)
=

(
Em 3A
On,m En

)
.

補足 さらに，k = 0, 1, 2, · · · とすると，k に関する数学的帰納法を用いることにより，(
Em A
On,m En

)k

=

(
Em kA
On,m En

)
を示すことができる（ ）．

解 3.3 2 次の正方行列 A，B，C を

A =

(
0 −1
1 0

)
, B =

( −1 0
0 1

)
, C =

(
0 −1
−1 0

)
により定めると，

I =

(
A O
O A

)
, J =

(
O B
−B O

)
, K =

(
O C
−C O

)
,

A2 = −E, B2 = E, C2 = E,

AB = C, BA = −C, BC = −A, CB = A, CA = B, AC = −B.

ただし，O は 2 次の零行列で，E は 2 次の単位行列．

よって,
I2 = J2 = K2 = −E,

IJ = K, JI = −K, JK = I, KJ = −I, KI = J, IK = −J.

解 3.4

(与式) =

⎛⎝ O O A12B23 +A13B33

O O A22B23 +A23B33

O O A33B33

⎞⎠⎛⎝ C11 C12 C13

O C22 C23

O O O

⎞⎠ = O3n,3n.

解 3.5 まず，

AX =

(
aX11 aX12

bX21 bX22

)
, XA =

(
aX11 bX12

aX21 bX22

)
.

よって，AX = XA とすると，
aX12 = bX12, bX21 = aX21.
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すなわち
(a− b)X12 = 0, (a− b)X21 = 0.

a �= b より a − b �= 0 となり，上の 2 式の両辺を 1
a−b

倍すると，X12，X21 は零行列で

ある．

解 3.6 n 次の列ベクトル e1，e2，· · ·，en を (3.24) のように，

e1 =

⎛⎜⎜⎜⎝
1
0
...
0

⎞⎟⎟⎟⎠ , e2 =

⎛⎜⎜⎜⎝
0
1
...
0

⎞⎟⎟⎟⎠ , · · · , en =

⎛⎜⎜⎜⎝
0
0
...
1

⎞⎟⎟⎟⎠
により定める．仮定より，任意の i = 1, 2, · · · , n に対して，

Aei = 0

なので，

A = AEn
（3.25）
= A

(
e1 e2 · · · en

)
=
(

Ae1 Ae2 · · · Aen
)

=
(

0 0 · · · 0
)
= O.

よって，A は零行列である．

§ 4の問題解答

解 4.1 （1）基本変形を行うと，⎛⎝ 1 2
3 4
5 6

⎞⎠第 2 行 − 第 1 行 ×3
第 3 行 − 第 1 行 ×5−−−−−−−−−−−−−−→

⎛⎝ 1 2
0 −2
0 −4

⎞⎠第 2 行 × (− 1
2

)
−−−−−−−−−−→

⎛⎝ 1 2
0 1
0 −4

⎞⎠
第 1 行 − 第 2 行 ×2
第 3 行 + 第 2 行 ×4−−−−−−−−−−−−−−→

⎛⎝ 1 0
0 1
0 0

⎞⎠ .

基本変形の最後の行列は階数標準形で，階数は 2 となる．

（2）基本変形を行うと，⎛⎝ 0 1 0
1 0 1
0 1 0

⎞⎠第 1 行と第 2 行の入れ替え−−−−−−−−−−−−−−−−−−−→

⎛⎝ 1 0 1
0 1 0
0 1 0

⎞⎠第 3 行 − 第 2 行−−−−−−−−−−−−→⎛⎝ 1 0 1
0 1 0
0 0 0

⎞⎠第 3 列 − 第 1 列−−−−−−−−−−−−→

⎛⎝ 1 0 0
0 1 0
0 0 0

⎞⎠ .

基本変形の最後の行列は階数標準形で，階数は 2 となる．
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（3）基本変形を行うと，⎛⎝ a 1 1
1 a 1
1 1 a

⎞⎠第 1 行 − 第 2 行 ×a
第 3 行 − 第 2 行−−−−−−−−−−−−−−→

⎛⎝ 0 1− a2 1− a
1 a 1
0 1− a a− 1

⎞⎠第 1 行と第 2 行の入れ替え−−−−−−−−−−−−−−−−−−−→⎛⎝ 1 a 1
0 1− a2 1− a
0 1− a a− 1

⎞⎠ .

a = 1 と a �= 1 の場合に分けて基本変形を行う．

a = 1 のとき，さらに基本変形を行うと，⎛⎝ 1 1 1
0 0 0
0 0 0

⎞⎠第 2 列 − 第 1 列
第 3 列 − 第 1 列−−−−−−−−−−−−→

⎛⎝ 1 0 0
0 0 0
0 0 0

⎞⎠ .

基本変形の最後の行列は階数標準形で，階数は 1 となる．

a �= 1 のとき，さらに基本変形を行うと，⎛⎝ 1 a 1
0 1− a2 1− a
0 1− a a− 1

⎞⎠第 2 行 × 1
1−a

第 3 行 × 1
1−a−−−−−−−−−→

⎛⎝ 1 a 1
0 1 + a 1
0 1 −1

⎞⎠ 第 1 行 − 第 3 行 ×a
第 2 行 − 第 3 行 ×(1 + a)−−−−−−−−−−−−−−−−−−−→⎛⎝ 1 0 1 + a

0 0 2 + a
0 1 −1

⎞⎠第 2 行と第 3 行の入れ替え−−−−−−−−−−−−−−−−−−−→

⎛⎝ 1 0 1 + a
0 1 −1
0 0 2 + a

⎞⎠ .

a �= 1 の条件の下でさらに場合分けを行う．

a = −2 のとき，さらに基本変形を行うと，⎛⎝ 1 0 −1
0 1 −1
0 0 0

⎞⎠第 3 列 + 第 1 列
第 3 列 + 第 2 列−−−−−−−−−−−−→

⎛⎝ 1 0 0
0 1 0
0 0 0

⎞⎠ .

基本変形の最後の行列は階数標準形で，階数は 2 となる．

a �= −2 のとき，さらに基本変形を行うと，⎛⎝ 1 0 1 + a
0 1 −1
0 0 2 + a

⎞⎠第 3 行 × 1
2+a−−−−−−−−−→

⎛⎝ 1 0 1 + a
0 1 −1
0 0 1

⎞⎠第 1 行 − 第 3 行 ×(1 + a)
第 2 行 + 第 3 行−−−−−−−−−−−−−−−−−−−→⎛⎝ 1 0 0

0 1 0
0 0 1

⎞⎠ .

基本変形の最後の行列は階数標準形で，階数は 3 となる．

解 4.2 ©1 第 1 行−第 2 行× a ©2 第 1 行と第 2 行の入れ替え

©3 第 3 行× a ©4 第 3 行× (1− a2) ©5 第 2 行と第 3 行の入れ替え ©6 2

©7 第 3 行× 1

a(a2−2)
©8 3
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補足 さらに基本変形を行うと，a = 0,±√
2 のとき，⎛⎝ 1 0 1− a2

0 1 a
0 0 0

⎞⎠第 3 列 − 第 1 列 ×(1− a2)
第 3 列 − 第 2 列 ×a−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−→

⎛⎝ 1 0 0
0 1 0
0 0 0

⎞⎠ ,

a �= 0,±√
2 のとき，⎛⎝ 1 0 1− a2

0 1 a
0 0 1

⎞⎠第 1 行 − 第 3 行 ×(1− a2)
第 2 行 − 第 3 行 ×a−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−→

⎛⎝ 1 0 0
0 1 0
0 0 1

⎞⎠
となり，階数標準形が得られる．

解 4.3 （1）
(

0 0
0 0

)
，
(

1 0
0 0

)
，
(

1 0
0 1

)

（2）
(

0 0
0 0

)
，
(

1 ∗
0 0

)
，
(

1 ∗
0 1

)

解 4.4 rankA = 1 より，0ではない Aの列ベクトル aが存在し，他の列は aのスカ

ラー倍となる．A の第 i 列が a の bi 倍であるとし，

b =

⎛⎜⎜⎜⎝
b1
b2
...
bn

⎞⎟⎟⎟⎠
とおくと，

A =
(

b1a b2a · · · bna
)
= a

(
b1 b2 · · · bn

)
= atb.

よって，A = atb．

§ 5の問題解答

解 5.1 （1）係数行列を A，b =

⎛⎝ 1
0
0

⎞⎠ とし，拡大係数行列 (A|b)の行に関する基本

変形を行うと，

(A|b) =
⎛⎝ 1 2 1

3 4 0
5 6 0

⎞⎠第 2 行 − 第 1 行 ×3
第 3 行 − 第 1 行 ×5−−−−−−−−−−−−−−→

⎛⎝ 1 2 1
0 −2 −3
0 −4 −5

⎞⎠第 3 行 − 第 2 行 ×2−−−−−−−−−−−−−−→⎛⎝ 1 2 1
0 −2 −3
0 0 1

⎞⎠ .
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基本変形の最後の行列の第 3 行に注目し方程式に戻すと，0 = 1 となっており，これは矛

盾である．よって，解は存在しない．また，係数行列の階数は 2 で，拡大係数行列の階数

は 3 である．

（2）係数行列を A，b =

⎛⎝ 0
3
−3

⎞⎠ とし，拡大係数行列 (A|b) の行に関する基本変形を行

うと，

(A|b) =
⎛⎝ 1 1 −2 0

1 −2 1 3
−2 1 1 −3

⎞⎠ 第 2 行 − 第 1 行
第 3 行 + 第 1 行 ×2−−−−−−−−−−−−−−→

⎛⎝ 1 1 −2 0
0 −3 3 3
0 3 −3 −3

⎞⎠
第 2 行 × (− 1

3

)
−−−−−−−−−−→

⎛⎝ 1 1 −2 0
0 1 −1 −1
0 3 −3 −3

⎞⎠ 第 1 行 − 第 2 行
第 3 行 − 第 2 行 ×3−−−−−−−−−−−−−−→

⎛⎝ 1 0 −1 1
0 1 −1 −1
0 0 0 0

⎞⎠ .

よって，方程式に戻すと， {
x1 − x3 = 1

x2 − x3 = −1.

したがって，c を任意の定数として，x3 = c とおくと，解は

x1 = 1 + c, x2 = −1 + c, x3 = c.

また，係数行列および拡大係数行列の階数はともに 2 である．

（3）係数行列を A，b =

⎛⎝ 1
0
1

⎞⎠ とし，拡大係数行列 (A|b) の行に関する基本変形を行

うと，

(A|b) =
⎛⎝ 1 2 3 4 1

2 3 4 1 0
0 1 2 7 1

⎞⎠第 2 行 − 第 1 行 ×2−−−−−−−−−−−−−−→

⎛⎝ 1 2 3 4 1
0 −1 −2 −7 −2
0 1 2 7 1

⎞⎠
第 2 行 + 第 3 行−−−−−−−−−−−−→

⎛⎝ 1 2 3 4 1
0 0 0 0 −1
0 1 2 7 1

⎞⎠ .

基本変形の最後の行列の第 2 行に注目し方程式に戻すと，0 = −1 となっており，これは

矛盾である．よって，解は存在しない．また，係数行列の階数は 2 で，拡大係数行列の階

数は 3 である．

解 5.2 係数行列の行に関する基本変形を行うと，⎛⎝ 1 2 3 4
2 3 4 1
0 1 2 7

⎞⎠第 2 行 − 第 1 行 ×2−−−−−−−−−−−−−−→

⎛⎝ 1 2 3 4
0 −1 −2 −7
0 1 2 7

⎞⎠第 1 行 − 第 3 行 ×2
第 2 行 + 第 3 行−−−−−−−−−−−−−−→



§ 5 の問題解答 11⎛⎝ 1 0 −1 −10
0 0 0 0
0 1 2 7

⎞⎠ .

よって，方程式に戻すと，⎛⎝ 1 0 −1 −10
0 0 0 0
0 1 2 7

⎞⎠
⎛⎜⎝ x1

x2

x3

x4

⎞⎟⎠ =

⎛⎝ 0
0
0

⎞⎠
なので， {

x1 − x3 − 10x4 = 0

x2 + 2x3 + 7x4 = 0.

したがって，c1，c2 を任意の定数として，x3 = c1，x4 = c2 とおくと，解は

x1 = c1 + 10c2, x2 = −2c1 − 7c2, x3 = c1, x4 = c2.

解 5.3 係数行列を A，b =

⎛⎝ p
q
r

⎞⎠ とし，拡大係数行列 (A|b)の行に関する基本変形

を行うと，

(A|b) =
⎛⎝ −2 1 1 p

1 −2 1 q
1 1 −2 r

⎞⎠第 1 行 + 第 2 行 ×2
第 3 行 − 第 2 行−−−−−−−−−−−−−−→

⎛⎝ 0 −3 3 p+ 2q
1 −2 1 q
0 3 −3 r − q

⎞⎠
第 1 行 + 第 3 行−−−−−−−−−−−−→

⎛⎝ 0 0 0 p+ q + r
1 −2 1 q
0 3 −3 r − q

⎞⎠ .

定理 5.1 より，求める条件は
p+ q + r = 0.

解 5.4 まず，
dy1

dt
=

dx

dt
= y2.

また，(∗) より，
dy2

dt
=

d2x

dt2
= −a1

dx

dt
− a2x = −a2y1 − a1y2.

よって， ⎛⎜⎜⎝
dy1

dt

dy2

dt

⎞⎟⎟⎠ =

(
y2

−a2y1 − a1y2

)
=

(
0 1

−a2 −a1

)(
y1
y2

)
.

したがって，
A =

(
0 1

−a2 −a1

)
.



12 詳細解答

§ 6の問題解答

解 6.1 （1）逆行列をもつ正方行列を正則であるという．

（2）（ア）行に関する基本変形を行うと，⎛⎝ 1 a b 1 0 0
0 1 c 0 1 0
0 0 1 0 0 1

⎞⎠第 1 行 − 第 2 行 ×a−−−−−−−−−−−−−−→

⎛⎝ 1 0 b− ac 1 −a 0
0 1 c 0 1 0
0 0 1 0 0 1

⎞⎠
第 1 行 − 第 3 行 ×(b− ac)
第 2 行 − 第 3 行 ×c−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−→

⎛⎝ 1 0 0 1 −a ac− b
0 1 0 0 1 −c
0 0 1 0 0 1

⎞⎠ .

よって， ⎛⎝ 1 a b
0 1 c
0 0 1

⎞⎠−1

=

⎛⎝ 1 −a ac− b
0 1 −c
0 0 1

⎞⎠ .

（イ）行に関する基本変形を行うと，⎛⎝ 1 1 1 1 0 0
1 1 2 0 1 0
1 2 1 0 0 1

⎞⎠第 2 行 − 第 1 行
第 3 行 − 第 1 行−−−−−−−−−−−−→

⎛⎝ 1 1 1 1 0 0
0 0 1 −1 1 0
0 1 0 −1 0 1

⎞⎠
第 1 行 − 第 3 行−−−−−−−−−−−−→

⎛⎝ 1 0 1 2 0 −1
0 0 1 −1 1 0
0 1 0 −1 0 1

⎞⎠第 2 行と第 3 行の入れ替え−−−−−−−−−−−−−−−−−−−→⎛⎝ 1 0 1 2 0 −1
0 1 0 −1 0 1
0 0 1 −1 1 0

⎞⎠第 1 行 − 第 3 行−−−−−−−−−−−−→

⎛⎝ 1 0 0 3 −1 −1
0 1 0 −1 0 1
0 0 1 −1 1 0

⎞⎠ .

よって， ⎛⎝ 1 1 1
1 1 2
1 2 1

⎞⎠−1

=

⎛⎝ 3 −1 −1
−1 0 1
−1 1 0

⎞⎠ .

解 6.2 （1）

AX =

(
A11 A12

O A22

)(
X11 X12

X21 X22

)
=

(
A11X11 +A12X21 A11X12 +A12X22

A22X21 A22X22

)
.

（2）AX = E2n とすると，（1）より，

A11X11 +A12X21 = En, A11X12 +A12X22 = O, A22X21 = O,

A22X22 = En.

A11，A22 は正則なので，これを解くと，
X11 = A−1

11 , X12 = −A−1
11 A12A

−1
22 , X21 = O, X22 = A−1

22 .
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よって，A は正則で，

A−1 =

(
A−1

11 −A−1
11 A12A

−1
22

O A−1
22

)
.

解 6.3

（1）(与式) = En(En +A+A2 + · · ·+Am−1)−A(En +A+A2 + · · ·+Am−1)

= En +A+A2 + · · ·+Am−1 − (A+A2 +A3 + · · ·+Am) = En −Am.

（2）何乗かすると零行列となる正方行列をべき零行列という．

（3）仮定より，Am = O となる自然数 m が存在する．このとき，（1）より，

(En −A)(En +A+A2 + · · ·+Am−1) = En.

よって，En −A は
En +A+A2 + · · ·+Am−1

を逆行列としてもつので，正則である．

解 6.4 ©1 同次 ©2 自明 ©3 背理法 ©4 i0 ©5 ≤ ©6 <

©7 |xi0 | ©8 0

補足 三角不等式
|x+ y| ≤ |x|+ |y| (1)

や，それから導かれる ∣∣∣∣∣
n∑

i=1

xi

∣∣∣∣∣ ≤
n∑

i=1

|xi| (2)

|x− z| ≤ |x− y|+ |y − z| (3)
||x| − |y|| ≤ |x− y| (4)
||x| − |y|| ≤ |x+ y| (5)

といった不等式は数学の様々な場面で用いられる重要な不等式である．

（2）は（1）と数学的帰納法を用いることにより，（3）は（1）において xを x− y，y を

y − z と置き換えることにより，（4）は（1）において x を x− y と置き換えた不等式と y

を y − xと置き換えた不等式を合わせることにより，（5）は（4）において y を −y と置き

換えることにより，それぞれ示すことができる（ ）．

これらの不等式は § 22で扱う内積空間に定まるノルムに対しても，まったく同様に成り

立つ．

解 6.5 まず，

En + (En −A)(En +A)−1 = (En +A)(En +A)−1 + (En −A)(En +A)−1
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= (En +A+ En −A)(En +A)−1 = 2En(En +A)−1 = 2(En +A)−1.

よって，En +(En −A)(En +A)−1 は 1

2
(En +A)を逆行列としてもつので，正則である．

§ 7の問題解答

解 7.1 （1）まず，

(στ)(1) = σ(τ(1)) = σ(3) = 2, (στ)(2) = σ(τ(2)) = σ(2) = 1,

(στ)(3) = σ(τ(3)) = σ(1) = 3.

よって，
στ =

(
1 2 3
2 1 3

)
=
(

1 2
)
.

また，
(τσ)(1) = τ(σ(1)) = τ(3) = 1, (τσ)(2) = τ(σ(2)) = τ(1) = 3,

(τσ)(3) = τ(σ(3)) = τ(2) = 2.

よって，
τσ =

(
1 2 3
1 3 2

)
=
(

2 3
)
.

（2）まず，
(στ)(1) = σ(τ(1)) = σ(1) = 4, (στ)(2) = σ(τ(2)) = σ(4) = 3,

(στ)(3) = σ(τ(3)) = σ(3) = 2, (στ)(4) = σ(τ(4)) = σ(2) = 1.

よって，
στ =

(
1 2 3 4
4 3 2 1

)
.

また，
(τσ)(1) = τ(σ(1)) = τ(4) = 2, (τσ)(2) = τ(σ(2)) = τ(1) = 1,

(τσ)(3) = τ(σ(3)) = τ(2) = 4, (τσ)(4) = τ(σ(4)) = τ(3) = 3.

よって，

τσ =

(
1 2 3 4
2 1 4 3

)
.

補足 とくに，置換の積は一般に可換でないことがわかる．

解 7.2 （1）まず，
1 �→ 4 �→ 6 �→ 7 �→ 3 �→ 1, 2 �→ 5 �→ 2

なので，
σ =

(
2 5

) (
1 4 6 7 3

)
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=
(

2 5
) (

1 3
) (

1 7
) (

1 6
) (

1 4
)
.

よって，
sgnσ = (−1)5 = −1.

（2）まず，
1 �→ 7 �→ 3 �→ 1, 2 �→ 4 �→ 5 �→ 2.

また，
6 �→ 6

なので，σ を巡回置換で表すときに 6 は用いる必要はない．

よって，
σ =

(
2 4 5

) (
1 7 3

)
=
(

2 5
) (

2 4
) (

1 3
) (

1 7
)
.

したがって，
sgnσ = (−1)4 = 1.

解 7.3 （1） fσ(x1, x2, x3) = f(xσ(1), xσ(2), xσ(3)) = f(xε(1), xε(2), xε(3))

= f(x1, x2, x3)

= x1 + 2x2 + 3x3.

（2） fσ(x1, x2, x3, x4) = f(xσ(1), xσ(2), xσ(3), xσ(4))

= (xσ(1) − xσ(2))(xσ(3) − xσ(4))

= (x4 − x2)(x1 − x3).

（3） fσ(x1, x2, x3, x4) = f(xσ(1), xσ(2), xσ(3), xσ(4))

= 1 + xσ(1) + xσ(2)xσ(3) + x3
σ(4)

= 1 + x4 + x1x3 + x3
2.

解 7.4 i = 1, 2, · · · , n とする．
i �= k1, k2, · · · , kr, l1, l2, · · · , ls のとき，

(στ)(i) = σ(τ(i)) = σ(i) = i, (τσ)(i) = τ(σ(i)) = τ(i) = i.

ある p = 1, 2, · · · , r に対して i = kp となるとき，
(στ)(i) = σ(τ(i)) = σ(τ(kp)) = σ(kp) = kp+1.

ただし，p = r のときは kp+1 = k1 と約束する．

一方，
(τσ)(i) = τ(σ(i)) = τ(σ(kp)) = τ(kp+1) = kp+1.

ある q = 1, 2, · · · , s に対して i = lq となるとき，
(στ)(i) = σ(τ(i)) = σ(τ(lq)) = σ(lq+1) = lq+1.

ただし，q = s のときは lq+1 = l1 と約束する．
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一方，
(τσ)(i) = τ(σ(i)) = τ(σ(lq)) = τ(lq) = lq+1.

よって，
στ = τσ.

§ 8の問題解答

解 8.1 （1）サラスの方法より，

(与式) = cos θ cos θ − (− sin θ) sin θ = cos2 θ + sin2 θ = 1.

（2）サラスの方法より,

(与式) = a · a · a+ 1 · 1 · 1 + 1 · 1 · 1− 1 · a · 1− 1 · 1 · a− a · 1 · 1 = a3 − 3a+ 2.

（3）上三角行列の行列式は対角成分の積（定理 8.1）なので，

(与式) = 1 · 2 · 3 · 4 = 24.

解 8.2 まず，

(与式)
例 8.3
=

∣∣∣∣( a 1
1 a

)
+

(
1 1
1 1

)∣∣∣∣ ∣∣∣∣( a 1
1 a

)
−
(

1 1
1 1

)∣∣∣∣
=

∣∣∣∣ a+ 1 2
2 a+ 1

∣∣∣∣ ∣∣∣∣ a− 1 0
0 a− 1

∣∣∣∣ サラスの方法
= {(a+ 1)2 − 22}{(a− 1)2 − 02}

= {(a+ 1) + 2}{(a+ 1)− 2}(a− 1)2 = (a+ 3)(a− 1)3.

よって，求める a の値は
a = −3, 1.

解 8.3 （1）tA = −A が成り立つ正方行列 A を交代行列という．

（2）n を自然数とし，A を奇数 (2n− 1) 次の交代行列とすると，

|A| 定理 8.3
= |tA| = | −A| ( 交代行列の定義) = (−1)2n−1|A|

( 各列に定理 8.2（2）の多重線形性を適用) = −|A|.

よって，2|A| = 0 なので，
|A| = 0.

すなわち，奇数次の交代行列の行列式は 0 である．

解 8.4 （1）逆行列をもつ正方行列を正則であるという．
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（2） (左辺) = |P−1(AP )| 定理 8.8
= |(AP )P−1| 積の結合律

= |A(PP−1)| = |AE|
= (右辺).

解 8.5 A を正則行列とすると，

AA−1 = E.

両辺の行列式をとると，
|AA−1| = |E|.

定理 8.8 と |E| = 1 より，
|A||A−1| = 1.

よって，
|A| �= 0, |A−1| = |A|−1.

解 8.6 （1）何乗かすると零行列となる正方行列をべき零行列という．

（2）A を自然数 n に対して An = O となるべき零行列とすると，

|An| = |O|.

定理 8.8 と |O| = 0 より，
|A|n = 0.

よって，
|A| = 0.

すなわち，べき零行列の行列式は 0 である．

解 8.7 A を直交行列とすると，
AtA = E.

両辺の行列式をとると，
|AtA| = |E|.

定理 8.8 と |E| = 1 より，
|A||tA| = 1.

定理 8.3 より，
|A|2 = 1.

よって，
|A| = ±1.

すなわち，直交行列の行列式は 1 または −1 である．

解 8.8

d

dx
detA(x) =

d

dx

∑
σ∈Sn

(sgnσ)a1σ(1)(x)a2σ(2)(x) · · · anσ(n)(x)
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=
∑

σ∈Sn

d

dx

(
(sgnσ)a1σ(1)(x)a2σ(2)(x) · · · anσ(n)(x)

)
(∗)

積の微分法
=

∑
σ∈Sn

n∑
j=1

(sgnσ)a1σ(1)(x)a2σ(2)(x) · · ·
d

dx
ajσ(j)(x) · · · anσ(n)(x)

=
n∑

j=1

∑
σ∈Sn

(sgnσ)a1σ(1)(x)a2σ(2)(x) · · ·
d

dx
ajσ(j)(x) · · · anσ(n)(x)

=
n∑

j=1

detBj(x).

よって，
d

dx
detA(x) =

n∑
j=1

detBj(x).

微分の線形性 (∗) の式変形では微分の基本的性質
d

dx
(f(x) + g(x)) =

d

dx
f(x) +

d

dx
g(x)

を用いている．この式と
d

dx
(cf(x)) = c

d

dx
f(x) （c はスカラー）

をあわせて，微分の線形性という．

§ 9の問題解答

解 9.1

(与式) = a12ã12 + a22ã22 = a12 · (−1)1+2|a21|+ a22 · (−1)2+2|a11|
= −a12a21 + a22a11 = a11a22 − a12a21.

解 9.2 （1）第 3 列に関する余因子展開を用いると，

(与式) = 5 · (−1)3+3

∣∣∣∣∣∣∣
1 6 9 1
2 7 8 2
4 8 7 4
5 9 6 5

∣∣∣∣∣∣∣
定理 8.2（3）

= 0.

（2）　　　
(与式) =

∣∣∣∣∣∣∣
100 99 99 99
0 0 1 1
0 1 0 1
0 1 1 0

∣∣∣∣∣∣∣
( 第 2 行 − 第 1 行，第 3 行 − 第 1 行，第 4 行 − 第 1 行)
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= 100 · (−1)1+1

∣∣∣∣∣∣
0 1 1
1 0 1
1 1 0

∣∣∣∣∣∣ ( 第 1 列に関する余因子展開)

サラスの方法
= 100(0 + 1 + 1− 0− 0− 0) = 200.

解 9.3 （1）A の第 i 行と第 j 列を取り除いて得られる (n− 1) 次の正方行列の行列式

に (−1)i+j を掛けたものを A の (i, j) 余因子という．

（2）(i, j) 成分が A の (j, i) 余因子の n 次の正方行列を A の余因子行列という．

（3）

⎛⎝ ã11 ã21 ã31
ã12 ã22 ã32
ã13 ã23 ã33

⎞⎠
（4）©1 O ©2 0 ©3 0 ©4 |Ã| ©5 n

解 9.4 （1）第 1 行に関する余因子展開を用いると，

|A| = a · (−1)1+1

∣∣∣∣∣∣
a −d c
d a −b
−c b a

∣∣∣∣∣∣− b · (−1)1+2

∣∣∣∣∣∣
b −d c
c a −b
d b a

∣∣∣∣∣∣
− c · (−1)1+3

∣∣∣∣∣∣
b a c
c d −b
d −c a

∣∣∣∣∣∣− d · (−1)1+4

∣∣∣∣∣∣
b a −d
c d a
d −c b

∣∣∣∣∣∣
サラスの方法
= a(a3 − bcd+ bcd+ ac2 + ad2 + ab2)

+ b(a2b+ bd2 + bc2 − acd+ acd+ b3)− c(abd− abd− c3 − cd2 − a2c− b2c)

+ d(b2d+ a2d+ c2d+ d3 − abc+ abc)

= a · a(a2 + b2 + c2 + d2) + b · b(a2 + b2 + c2 + d2)− c(−c)(a2 + b2 + c2

+ d2) + d · d(a2 + b2 + c2 + d2) = (a2 + b2 + c2 + d2)2.

（2）求める解を x =

⎛⎜⎜⎝
x1

x2

x3

x4

⎞⎟⎟⎠ とおくと，クラメルの公式と（1）の計算より，

x1 =
1

|A|

∣∣∣∣∣∣∣
1 −b −c −d
0 a −d c
0 d a −b
0 −c b a

∣∣∣∣∣∣∣ =
1

(a2 + b2 + c2 + d2)2

∣∣∣∣∣∣
a −d c
d a −b
−c b a

∣∣∣∣∣∣
( 第 1 列に関する余因子展開) =

1

(a2 + b2 + c2 + d2)2
· a(a2 + b2 + c2 + d2)

=
a

a2 + b2 + c2 + d2
,
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x2 =
1

|A|

∣∣∣∣∣∣∣
a 1 −c −d
b 0 −d c
c 0 a −b
d 0 b a

∣∣∣∣∣∣∣ =
−1

(a2 + b2 + c2 + d2)2

∣∣∣∣∣∣
b −d c
c a −b
d b a

∣∣∣∣∣∣
( 第 2 列に関する余因子展開)=

−1

(a2 + b2 + c2 + d2)2
· b(a2 + b2 + c2 + d2)

= − b

a2 + b2 + c2 + d2
,

x3 =
1

|A|

∣∣∣∣∣∣∣
a −b 1 −d
b a 0 c
c d 0 −b
d −c 0 a

∣∣∣∣∣∣∣ =
1

(a2 + b2 + c2 + d2)2

∣∣∣∣∣∣
b a c
c d −b
d −c a

∣∣∣∣∣∣
( 第 3 列に関する余因子展開)

=
1

(a2 + b2 + c2 + d2)2
· {−c(a2 + b2 + c2 + d2)} = − c

a2 + b2 + c2 + d2
,

x4 =
1

|A|

∣∣∣∣∣∣∣
a −b −c 1
b a −d 0
c d a 0
d −c b 0

∣∣∣∣∣∣∣ =
−1

(a2 + b2 + c2 + d2)2

∣∣∣∣∣∣
b a −d
c d a
d −c b

∣∣∣∣∣∣
( 第 4 列に関する余因子展開)=

−1

(a2 + b2 + c2 + d2)2
· d(a2 + b2 + c2 + d2)

= − d

a2 + b2 + c2 + d2
.

よって，

x =
1

a2 + b2 + c2 + d2

⎛⎜⎝ a
−b
−c
−d

⎞⎟⎠ .

解 9.5 n を 2 以上の自然数とし，A = (aij)n×n を n 次の対称行列とする．A の第 i

行と第 j 列を取り除いて得られる (n− 1)次の正方行列を Aij とおくと，Aは対称行列な

ので，
tAij = Aji. (∗)

よって，Ã を A の余因子行列とすると，

(Ã の (j, i) 成分) = (A の (i, j) 余因子) ( 余因子行列の定義)

= (−1)i+j |Aij | ( 余因子の定義)
定理 8.3
= (−1)i+j |tAij | (∗)

= (−1)j+i|Aji|
= (A の (j, i) 余因子) ( 余因子の定義)

= (Ã の (i, j) 成分) ( 余因子行列の定義).
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したがって，
tÃ = Ã.

すなわち，対称行列の余因子行列は対称行列である．

§ 10の問題解答

解 10.1 （1）まず，サラスの方法を用いると，

(与式) = 1 · 2 · 32 + 1 · 3 · 12 + 1 · 1 · 22 − 1 · 2 · 12 − 1 · 1 · 32 − 1 · 3 · 22
= 18 + 3 + 4− 2− 9− 12 = 2.

次に，ヴァンデルモンドの行列式を用いると，

(与式) = (2− 1)(3− 1)(3− 2) = 1 · 2 · 1 = 2.

（2）求める行列式はヴァンデルモンドの行列式なので，

(与式) =
∏

1≤i<j≤n

(j − i) = (n− 1)!(n− 2)!(n− 3)! · · · 2!.

解 10.2

（1）　　　

(与式) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

x− a1 a1 − a2 a2 − a3 · · · an−1 − an 1
0 x− a2 a2 − a3 · · · an−1 − an 1
0 0 x− a3 · · · an−1 − an 1
...

...
...

. . .
...

...
0 0 0 · · · x− an 1
0 0 0 · · · 0 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣(
第 1列 −第 (n+ 1)列 ×a1，第 2列 −第 (n+ 1)列 ×a2，
· · ·，第 n 列 − 第 (n+ 1) 列 ×an

)
定理 8.1
= (x− a1)(x− a2) · · · (x− an).

（2）

(与式) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 1 · · · 1
0 1 0 · · · 0
0 0 2 · · · 0
...

...
...

. . .
...

0 0 0 · · · n− 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
( 第 2 行 − 第 1 行，第 3 行 − 第 1 行，· · ·，第 n 行 − 第 1 行)

定理 8.1
= 1 · 1 · 2 · 3 · · · (n− 2)(n− 1) = (n− 1)!.

解 10.3 ©1 1 ©2 1
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©3 第 2 列 − 第 1 列，第 3 列 − 第 1 列，· · ·，第 (k + 1) 列 − 第 1 列 ©4 k

©5 第 1 行 ©6 1 ©7 1

解 10.4 （1）2 次の交代行列は
(

0 a
−a 0

)
と表され，∣∣∣∣ 0 a

−a 0

∣∣∣∣ = a2.

よって，P = ±a とおくと，P は a の多項式で，∣∣∣∣ 0 a
−a 0

∣∣∣∣ = P 2.

（2）4 次の交代行列は ⎛⎜⎝ 0 a b c
−a 0 d e
−b −d 0 f
−c −e −f 0

⎞⎟⎠
と表され，∣∣∣∣∣∣∣

0 a b c
−a 0 d e
−b −d 0 f
−c −e −f 0

∣∣∣∣∣∣∣ = a · (−1)1+2

∣∣∣∣∣∣
−a d e
−b 0 f
−c −f 0

∣∣∣∣∣∣+ b · (−1)1+3

∣∣∣∣∣∣
−a 0 e
−b −d f
−c −e 0

∣∣∣∣∣∣
+ c · (−1)1+4

∣∣∣∣∣∣
−a 0 d
−b −d 0
−c −e −f

∣∣∣∣∣∣ ( 第 1 行に関する余因子展開)

サラスの方法
= −a(−cdf + bef − af2) + b(be2 − cde− aef)− c(−adf + bde− cd2)

= 2acdf − 2abef + a2f2 + b2e2 − 2bcde+ c2d2 = (af − be+ cd)2.

よって，
P = ±(af − be+ cd)

とおくと，P は a，b，c，d，e，f の多項式で，∣∣∣∣∣∣∣
0 a b c
−a 0 d e
−b −d 0 f
−c −e −f 0

∣∣∣∣∣∣∣ = P 2.

パフィアン 一般に，n を自然数，A = (aij)2n×2n を 2n 次の交代行列とし，

P =
1

2nn!

∑
σ∈S2n

(sgnσ)aσ(1)σ(2)aσ(3)σ(4) · · · aσ(2n−1)σ(2n)

とおくと，
|A| = P 2

が成り立つ．この P を A のパフィアンという［ ［佐武］p.85］．
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解 10.5 題意をみたす f を定数 a1，a2，· · ·，an を用いて
f(x) = a1 + a2x+ · · ·+ an−1x

n−2 + anx
n−1

と表しておくと，
yi = f(xi) = a1 + a2xi + · · ·+ an−1x

n−2
i + anx

n−1
i (i = 1, 2, · · · , n).

すなわち，a1，a2，· · ·，an は連立 1 次方程式⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
1 x1 x2

1 · · · xn−1
1

1 x2 x2
2 · · · xn−1

2

1 x3 x2
3 · · · xn−1

3
...

...
...

. . .
...

1 xn x2
n · · · xn−1

n

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
⎛⎜⎜⎜⎝

a1
a2
...
an

⎞⎟⎟⎟⎠ =

⎛⎜⎜⎜⎝
y1
y2
...
yn

⎞⎟⎟⎟⎠ (∗)

の解である．ここで，(∗) の係数行列は n 次の正方行列で，その行列式はヴァンデルモン

ドの行列式に等しく ∏
1≤i<j≤n

(xj − xi)

となる．仮定より，x1，x2，· · ·，xn は互いに異なるから，上の行列式は 0ではない．し

たがって，(∗) は一意的な解をもつ．すなわち，題意をみたす f が一意的に存在する．

§ 11の問題解答

解 11.1 (11.15) より，
(与式) =

(
5 · 3− 6 · 2 6 · 1− 4 · 3 4 · 2− 5 · 1 ) = ( 3 −6 3

)
.

補足 例題 11.1と比較して，定理 11.2の（1）の交代律が成り立っていることを確認して

みるとよい．

解 11.2 定理 11.1 より，求める面積は∣∣∣∣det( cos θ sin θ
sin θ − cos θ

)∣∣∣∣ = | − cos2 θ − sin2 θ| = | − 1| = 1.

解 11.3 定理 11.4 およびヴァンデルモンドの行列式より，求める体積は∣∣∣∣∣∣det
⎛⎝ 1 1 1

a b c
a2 b2 c2

⎞⎠∣∣∣∣∣∣ = |(b− a)(c− a)(c− b)|.

解 11.4 （1）行列式の交代性より，

det

⎛⎝ a
b
c

⎞⎠ = det

⎛⎝ b
c
a

⎞⎠ = det

⎛⎝ c
a
b

⎞⎠
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となる．また，(11.18) より，

〈a× b, c〉 = det

⎛⎝ a
b
c

⎞⎠ .

よって，（1）が成り立つ．

（2）a, b, c, (a× b)× c をそれぞれ(
a1 a2 a3

)
,
(

b1 b2 b3
)
,
(

c1 c2 c3
)
,
(

x y z
)

とおくと，(
x y z

)
=
(

a2b3 − a3b2 a3b1 − a1b3 a1b2 − a2b1
)× ( c1 c2 c3

)
なので，

x = (a3b1 − a1b3)c3 − (a1b2 − a2b1)c2

= (a1c1 + a2c2 + a3c3)b1 − (b1c1 + b2c2 + b3c3)a1,

y = (a1b2 − a2b1)c1 − (a2b3 − a3b2)c3

= (a1c1 + a2c2 + a3c3)b2 − (b1c1 + b2c2 + b3c3)a2,

z = (a2b3 − a3b2)c2 − (a3b1 − a1b3)c1

= (a1c1 + a2c2 + a3c3)b3 − (b1c1 + b2c2 + b3c3)a3.

よって，（2）が成り立つ．

解 11.5 （1）求める直線の方程式は (11.23) より，(
x y z

)
=
(

1 2 3
)
+ t
(

6− 1 5− 2 4− 3
)
.

すなわち，
x = 1 + 5t, y = 2 + 3t, z = 3 + t.

（2）求める直線の方程式は (11.23) より，(
x y z

)
=
(

3 2 1
)
+ t
(

9− 3 6− 2 3− 1
)
.

すなわち，
x = 3 + 6t, y = 2 + 4t, z = 1 + 2t.

または，1 + 2t を s とおくと，

x = 3s, y = 2s, z = s.

解 11.6 （1）法線ベクトルを求めると，

(b− a)× (c− a) =
(

1 1 −2
)× ( 2 −1 −1

)
=
(

1 · (−1)− (−2)(−1) (−2) · 2− 1 · (−1) 1 · (−1)− 1 · 2 )
=
( −3 −3 −3

)
.
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よって，求める平面の方程式は (11.28) より，

−3(x− 1)− 3(y − 2)− 3(z − 3) = 0.

すなわち，
x+ y + z = 6.

（2）法線ベクトルを求めると，

(b− a)× (c− a) =
(

1 1 1
)× ( 2 3 4

)
=
(

1 · 4− 1 · 3 1 · 2− 1 · 4 1 · 3− 1 · 2 ) = ( 1 −2 1
)
.

よって，求める平面の方程式は (11.28) より，

(x− 1)− 2(y − 1) + (z − 1) = 0.

すなわち，
x− 2y + z = 0.

解 11.7

(左辺)
（11.18）
= det

⎛⎝ a
b
c

⎞⎠ det

⎛⎝ x
y
z

⎞⎠
定理 8.3
= det

⎛⎝ a
b
c

⎞⎠ det
(

tx ty tz
) 定理 8.8

= det

⎛⎝ a
b
c

⎞⎠( tx ty tz
)

= det

⎛⎝ atx aty atz
btx bty btz
ctx cty ctz

⎞⎠ (∗)
= det

⎛⎝ 〈a,x〉 〈a,y〉 〈a,z〉
〈b,x〉 〈b,y〉 〈b,z〉
〈c,x〉 〈c,y〉 〈c,z〉

⎞⎠ = (右辺)

なので，題意の等式が成り立つ．ただし，(∗) では，等式
atx = 〈a,x〉

などが成り立つことを用いた．

§ 12の問題解答

解 12.1 （1）まず，

A2 =

⎛⎝ 0 λ 0
0 0 λ
0 0 0

⎞⎠⎛⎝ 0 λ 0
0 0 λ
0 0 0

⎞⎠ =

⎛⎝ 0 0 λ2

0 0 0
0 0 0

⎞⎠ ,

A3 = A2A =

⎛⎝ 0 0 λ2

0 0 0
0 0 0

⎞⎠⎛⎝ 0 λ 0
0 0 λ
0 0 0

⎞⎠ = O, A4 = A5 = · · · = O.

よって，
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expA = E +
1

1!
A+

1

2!
A2 +

1

3!
A3 + · · ·+ 1

k!
Ak + · · ·

= E +A+
1

2
A2 +O + · · ·+O + · · · =

⎛⎝ 1 λ 1
2
λ2

0 1 λ
0 0 1

⎞⎠ .

（2）A はすべての成分が 1 の n 次の正方行列なので，k を自然数とすると，Ak の成分は

すべて nk−1 となる．よって，

expA = E +
1

1!
A+

n

2!
A+

n2

3!
A+ · · · = E +

1

n

(
n+

n2

2!
+

n3

3!
+ · · ·

)
A

= E +
en − 1

n
A

(
en = 1 +

1

1!
n+

1

2!
n2 + · · ·+ 1

k!
nk + · · ·

)
.

解 12.2 (
λ 1
0 λ

)
= λE +N, N =

(
0 1
0 0

)
と表しておく．このとき，λE と N は可換で，

N2 = O.

また，例題 12.1 より，
exp(λE) = eλE.

よって，　　　

exp

(
λ 1
0 λ

)
= exp(λE +N)

定理 12.1（1）
= exp(λE) expN

= (eλE)

(
E +

1

1!
N +

1

2!
N2 + · · ·+ 1

k!
Nk + · · ·

)
= (eλE)(E +N +O + · · ·+O + · · · ) = (eλE)(E +N) =

(
eλ eλ

0 eλ

)
.

解 12.3 A は交代行列なので，

t(expA)
定理 12.2
= exp tA

tA = −A
= exp(−A)

定理 12.1（2）
= (expA)−1.

よって，
(expA)−1 = t(expA)

となり，expA は直交行列である．

解 12.4 ©1 (i, i) ©2 aijbji ©3 BA ©4 (AB)B−1 ©5 A

解 12.5 （1）
(

a b
−b a

)
= aE + bJ, J =

(
0 1
−1 0

)
と表しておく．このとき，aE と bJ は可換で，

J2 = −E.
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また，例題 12.1 より，
exp(aE) = eaE.

よって，

exp

(
a b
−b a

)
= exp(aE + bJ)

定理 12.1（1）
= exp(aE) exp(bJ)

= (eaE) exp(bJ) = (eaE)

(
E + bJ − b2

2!
E − b3

3!
J + · · ·

)
= ea

(
1− b2

2!
+

b4

4!
− · · ·

)
E + ea

(
b− b3

3!
+

b5

5!
− · · ·

)
J

= ea(cos b)E + ea(sin b)J ( 三角関数に対するマクローリン展開)

=

(
ea cos b ea sin b
−ea sin b ea cos b

)
.

（2） A2 = B2 = O 　

なので，

(expA)(expB) =

(
E +

1

1!
A+

1

2!
A2 + · · ·+ 1

k!
Ak + · · ·

)
×
(
E +

1

1!
B +

1

2!
B2 + · · ·+ 1

k!
Bk + · · ·

)
= (E +A+O + · · ·+O + · · · )(E +B +O + · · ·+O + · · · )

= (E +A)(E +B) =

(
1 1
0 1

)(
1 0
−1 1

)
=

(
0 1
−1 1

)
.

また，（1）より，

exp(A+B) = exp

(
0 1
−1 0

)
=

(
cos 1 sin 1
− sin 1 cos 1

)
.

補足 とくに，Aと B が可換でないときは，定理 12.1の（1）は必ずしも成り立たないこ

とがわかる．

（3）A =

(
a b
c −a

)
とおくと，仮定より，

A2 = −m2π2E.

よって，

expA = E +A− m2π2

2!
E − m2π2

3!
A+ · · ·

=

(
1− m2π2

2!
+

m4π4

4!
− · · ·

)
E +

1

mπ

(
mπ − m3π3

3!
+

m5π5

5!
− · · ·

)
A
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= (cosmπ)E +
sinmπ

mπ
A

=

{
E (m は偶数)

−E (m は奇数).

解 12.6

A2 =

⎛⎝ 0 a b
−a 0 c
−b −c 0

⎞⎠⎛⎝ 0 a b
−a 0 c
−b −c 0

⎞⎠ =

⎛⎝ −a2 − b2 −bc ca
−bc −c2 − a2 −ab
ca −ab −b2 − c2

⎞⎠
なので，

A3 = A2A =

⎛⎝ −a2 − b2 −bc ca
−bc −c2 − a2 −ab
ca −ab −b2 − c2

⎞⎠⎛⎝ 0 a b
−a 0 c
−b −c 0

⎞⎠ = −r2A.

よって，k = 0, 1, 2, · · · とすると，
A2k+2 = (−1)kr2kA2, A2k+1 = (−1)kr2kA.

したがって，

expA = E +A+
1

2!
A2 +

1

3!
(−r2A) +

1

4!
(−r2A2) + · · ·

= E +
1

r

(
r − r3

3!
+

r5

5!
− · · ·

)
A+

1

r2

{
1−
(
1− r2

2!
+

r4

4!
− · · ·

)}
A2

= E +
sin r

r
A+

1− cos r

r2
A2 ( 三角関数に対するマクローリン展開).

すなわち，
expA = E +

sin r

r
A+

1− cos r

r2
A2.

§ 13の問題解答

解 13.1 （1）和やスカラー倍に関して閉じているベクトル空間の空ではない部分集合を

部分空間という．

（2）（a）0 ∈ W（b）x,y ∈ W ならば，x+y ∈ W （c）c ∈ R，x ∈ W ならば，cx ∈ W，

の 3 つである．

（3）（ア）x1 = 0，x2 = 0 は方程式
x1 + 2x2 = 3

をみたさないので，0 /∈ W．よって，W は定理 13.3 の部分空間の条件（1）をみたさな

い．したがって，W は R2 の部分空間ではない．
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（イ）c = −1とおくと，c ∈ R．また，x =

(
1
0

)
とおくと，x1 = 1，x2 = 0 は不等式

x1 ≥ 0 (∗)

をみたすので，x ∈ W．しかし，

cx = −1

(
1
0

)
=

( −1
0

)
で，x1 = −1，x2 = 0は不等式 (∗) をみたさないので，cx /∈ W．よって，W は定理 13.3

の部分空間の条件（3）をみたさない．したがって，W は R2 の部分空間ではない．

解 13.2 （1）［部分空間の条件（1）］定理 13.3 の部分空間の条件（1）より，0 ∈ W1

かつ 0 ∈ W2．よって，0 ∈ W1 ∩W2．

［部分空間の条件（2）］x,y ∈ W1 ∩W2 とすると，定理 13.3の部分空間の条件（2）より，

x+ y ∈ W1 かつ x+ y ∈ W2．よって，x+ y ∈ W1 ∩W2．

［部分空間の条件（3）］c ∈ R，x ∈ W1 ∩W2 とすると，定理 13.3の部分空間の条件（3）

より，cx ∈ W1 かつ cx ∈ W2．よって，cx ∈ W1 ∩W2．

したがって，定理 13.3 より，W1 ∩W2 は V の部分空間である．

（2）［部分空間の条件（1）］定理 13.3 の部分空間の条件（1）より，0 ∈ W1，0 ∈ W2．

よって，
0 = 0+ 0 ∈ W1 +W2.

［部分空間の条件（2）］x1 + y1,x2 + y2 ∈ W1 +W2 （x1,x2 ∈ W1，y1,y2 ∈ W2）と

すると，定理 13.3の部分空間の条件（2）より，x1 +x2 ∈ W1，y1 + y2 ∈ W2．よって，

(x1 + y1) + (x2 + y2) = (x1 + x2) + (y1 + y2) ∈ W1 +W2.

［部分空間の条件（3）］c ∈ R，x+ y ∈ W1 +W2 （x ∈ W1，y ∈ W2）とすると，定理

13.3 の部分空間の条件（3）より，cx ∈ W1，cy ∈ W2．よって，

c(x+ y) = cx+ cy ∈ W1 +W2.

したがって，定理 13.3 より，W1 +W2 は V の部分空間である．

解 13.3 一般に，R[t]n の元は実数 c1，c2，c3，· · ·，cn+1 を用いて

c1 + c2t+ c3t
2 + · · ·+ cn+1t

n =

n+1∑
k=1

ckt
k−1

と表されることに注意する．

［部分空間の条件（1）］明らかに，0 ∈ R[t]n である．

［部分空間の条件（2）］
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n+1∑
k=1

ckt
k−1,

n+1∑
k=1

dkt
k−1 ∈ R[t]n (c1, c2, c3, · · · , cn+1, d1, d2, d3, · · · , dn+1 ∈ R)

とすると，
c1 + d1, c2 + d2, c3 + d3, · · · , cn+1 + dn+1 ∈ R.

よって，
n+1∑
k=1

ckt
k−1 +

n+1∑
k=1

dkt
k−1 =

n+1∑
k=1

(ck + dk)t
k−1 ∈ R[t]n.

［部分空間の条件（3）］

c ∈ R,

n+1∑
k=1

ckt
k−1 ∈ R[t]n

とすると，
cc1, cc2, cc3, · · · , ccn+1 ∈ R

なので，

c

n+1∑
k=1

ckt
k−1 =

n+1∑
k=1

(cck)t
k−1 ∈ R[t]n.

したがって，定理 13.3 より，R[t]n は R[t] の部分空間である．

解 13.4 まず，W がMl,m(R)の部分空間であると仮定する．このとき，定理 13.3の

部分空間の条件（1）より，O ∈ W．ただし，O は l 行 m列の零行列である．よって，W

を定める条件式に X = O を代入すると，C = O となる．

逆に，C = O であると仮定すると，

W = {X ∈ Ml,m(R)|AXB = O}.

［部分空間の条件（1）］明らかに，O ∈ W である．

［部分空間の条件（2）］X,Y ∈ W とすると，

A(X + Y )B = AXB +AY B = O +O = O.

よって，X + Y ∈ W．

［部分空間の条件（3）］c ∈ R，X ∈ W とすると，

A(cX)B = c(AXB) = cO = O.

よって，cX ∈ W．

したがって，定理 13.3 より，W はMl,m(R) の部分空間である．

以上より，W がMl,m(R) の部分空間となるのは C = O のときに限る．

解 13.5 対角成分以外と (n, n) 成分がすべて 0 で，その他の対角成分がすべて 1 の
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Mn(R) の元を X1，(n, n) 成分が 1 で，その他の成分がすべて 0 の Mn(R) の元を X2，

すなわち，

X1 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
1 01

. . .
10 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠ , X2 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
0 00

. . .
00 1

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠
とする．このとき，

|X1| = |X2| = 0

なので，X1, X2 ∈ W．しかし，X1 +X2 = E なので，

|X1 +X2| = 1.

よって，X1 +X2 �∈ W．

したがって，定理 13.3 の部分空間の条件（2）の条件をみたさないので，W はMn(R)

の部分空間ではない．

解 13.6 対偶を示す．すなわち，W1 �⊂ W2 かつ W2 �⊂ W1 ならば，W1 ∪ W2 は V

の部分空間とならないことを示す．W1 �⊂ W2 より，x �∈ W2 となる x ∈ W1 が存在す

る．また，W2 �⊂ W1 より，y �∈ W1 となる y ∈ W2 が存在する．ここで，背理法により，

x + y �∈ W1 ∪ W2 であることを示す．x + y ∈ W1 ∪ W2 であると仮定する．このとき，

x+ y ∈ W1 または x+ y ∈ W2．x+ y ∈ W1 のとき，W1 は V の部分空間で x ∈ W1

なので，
y = (x+ y)− x ∈ W1.

これは上で導いた y �∈ W1 であることに矛盾．同様に，x+ y ∈ W2 のときも矛盾が導か

れる．よって，x+ y �∈ W1 ∪W2．したがって，定理 13.3の部分空間の条件（2）をみた

さないので，W1 ∪W2 は V の部分空間とならない．

図 対偶
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§ 14の問題解答

解 14.1 （1）x1，x2，· · ·，xm が自明な 1 次関係しかもたないとき，x1，x2，· · ·，
xm は 1 次独立であるという．x1，x2，· · ·，xm が 1 次独立でないとき，x1，x2，· · ·，
xm は 1 次従属であるという．

（2）（ア）サラスの方法より，∣∣ a1 a2 a3

∣∣ = 2 · 2 · 2 + 1 · 1 · 1 + 1 · 1 · 1− 1 · 2 · 1− 1 · 1 · 2− 2 · 1 · 1
= 4 �= 0.

よって，定理 14.3 より，a1，a2，a3 は 1 次独立である．

（イ）　　　∣∣ a1 a2 a3 a4

∣∣ =
∣∣∣∣∣∣∣
0 1 2 3
1 0 3 2
2 3 0 1
3 2 1 0

∣∣∣∣∣∣∣
例 8.3
=

∣∣∣∣( 0 1
1 0

)
+

(
2 3
3 2

)∣∣∣∣ ∣∣∣∣( 0 1
1 0

)
−
(

2 3
3 2

)∣∣∣∣
=

∣∣∣∣ 2 4
4 2

∣∣∣∣ ∣∣∣∣ −2 −2
−2 −2

∣∣∣∣ = 0.

よって，定理 14.3 より，a1，a2，a3，a4 は 1 次従属である．

解 14.2 x ∈ R3 についての同次連立 1 次方程式(
a1 a2 a3

)
x = 0

の係数行列の基本変形を行うと，

(
a1 a2 a3

)
=

⎛⎜⎝ 0 1 −2
1 0 3
2 3 0
3 2 5

⎞⎟⎠第 3 行 − 第 2 行 ×2
第 4 行 − 第 2 行 ×3−−−−−−−−−−−−−−→

⎛⎜⎝ 0 1 −2
1 0 3
0 3 −6
0 2 −4

⎞⎟⎠
第 3 行 − 第 1 行 ×3
第 4 行 − 第 1 行 ×2−−−−−−−−−−−−−−→

⎛⎜⎝ 0 1 −2
1 0 3
0 0 0
0 0 0

⎞⎟⎠ .

よって，方程式に戻すと，⎛⎜⎝ 0 1 −2
1 0 3
0 0 0
0 0 0

⎞⎟⎠
⎛⎝ x1

x2

x3

⎞⎠ =

⎛⎜⎝ 0
0
0
0

⎞⎟⎠
なので， {

x2 − 2x3 = 0

x1 + 3x3 = 0.
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したがって，c を任意の定数として x3 = c とおくと，解は

x1 = −3c, x2 = 2c, x3 = c

となり，上の連立 1次方程式は自明でない解をもつので，a1，a2，a3 は 1次従属である．

解 14.3 （1）V の部分集合

W1 +W2 = {x+ y|x ∈ W1, y ∈ W2}

を W1 と W2 の和空間という．

（2）まず，　　　
W1 +W2 = {x+ y|x ∈ W1, y ∈ W2} ( （1）の和空間の定義)

= {c1x1 + · · ·+ cmxm + d1y1 + · · ·+ dnyn|c1, · · · , cm, d1, · · · , dn ∈ R}
( W1，W2 の条件) = 〈x1, · · · ,xm,y1, · · · ,yn〉R.

よって，
W1 +W2 = 〈x1, · · · ,xm,y1, · · · ,yn〉R.

解 14.4 （1）まず，x，Ax，A2x，· · ·，Am−1x の 1 次関係

c1x+ c2Ax+ c3A
2x+ · · ·+ cmAm−1x = 0 (c1, c2, c3, · · · , cm ∈ R) (∗)

を考える．(∗) の両辺に左から Am−1 を掛けて，仮定 Am = O を用いると，

c1A
m−1x = 0.

仮定より，Am−1x �= 0 なので，定理 14.1 より，Am−1x は 1 次独立である．よって，

c1 = 0．

次に，l = 1, 2, 3, · · · ,m− 1 に対して，

c1 = c2 = c3 = · · · = cl = 0

が成り立つと仮定する．(∗) より，
cl+1A

lx+ cl+2A
l+1x+ · · ·+ cmAm−1x = 0. (∗∗)

(∗∗) の両辺に左から Am−l−1 を掛けて，仮定 Am = O を用いると，

cl+1A
m−1x = 0.

Am−1x は 1 次独立なので，cl+1 = 0．

したがって，
c1 = c2 = c3 = · · · = cm = 0

となり，x，Ax，A2x，· · ·，Am−1xは自明な 1次関係しかもたないので，これらは 1次

独立である．

（2） B =
(

x Ax A2x · · · Am−1x
)

とおき，y ∈ Rm についての同次連立 1 次方程式
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By = 0 (∗ ∗ ∗)

を考える．このとき，B は n×m 行列であることに注意する．

定理 4.1 より，rankB ≤ n である．

一方，（1）より，(∗∗∗)は自明な解しかもたない．よって，定理 5.2の（1）より，rankB =

m．

したがって，m ≤ n が示された．

（3）A3 = O なので，

AP =
(

A3x A2x Ax
)
=
(

0 A2x Ax
)

=
(

A2x Ax x
)⎛⎝ 0 1 0

0 0 1
0 0 0

⎞⎠ = P

⎛⎝ 0 1 0
0 0 1
0 0 0

⎞⎠ .

よって，

AP = P

⎛⎝ 0 1 0
0 0 1
0 0 0

⎞⎠ .

（1）より，P は正則であることに注意し，両辺に左から P−1 を掛けると，

P−1AP =

⎛⎝ 0 1 0
0 0 1
0 0 0

⎞⎠ .

§ 15の問題解答

解 15.1 係数行列の行に関する基本変形を行うと，⎛⎝ 1 0 1 1
2 1 3 1
3 2 5 1

⎞⎠第 2 行 − 第 1 行 ×2
第 3 行 − 第 1 行 ×3−−−−−−−−−−−−−−→

⎛⎝ 1 0 1 1
0 1 1 −1
0 2 2 −2

⎞⎠第 3 行 − 第 2 行 ×2−−−−−−−−−−−−−−→⎛⎝ 1 0 1 1
0 1 1 −1
0 0 0 0

⎞⎠ .

よって，方程式に戻すと，⎛⎝ 1 0 1 1
0 1 1 −1
0 0 0 0

⎞⎠
⎛⎜⎝ x1

x2

x3

x4

⎞⎟⎠ =

⎛⎝ 0
0
0

⎞⎠ .

すなわち，
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x1 + x3 + x4 = 0

x2 + x3 − x4 = 0

となり，c1, c2 ∈ R を任意の定数として，x3 = c1，x4 = c2 とおくと，解は

x1 = −c1 − c2, x2 = −c1 + c2, x3 = c1, x4 = c2

と表されるので，⎛⎜⎝ x1

x2

x3

x4

⎞⎟⎠ =

⎛⎜⎝ −c1 − c2
−c1 + c2

c1
c2

⎞⎟⎠ = c1

⎛⎜⎝ −1
−1
1
0

⎞⎟⎠+ c2

⎛⎜⎝ −1
1
0
1

⎞⎟⎠ .

したがって，解空間W は

W =

⎧⎪⎨⎪⎩ c1

⎛⎜⎝ −1
−1
1
0

⎞⎟⎠+ c2

⎛⎜⎝ −1
1
0
1

⎞⎟⎠
∣∣∣∣∣∣∣ c1, c2 ∈ R

⎫⎪⎬⎪⎭
となる．さらに，解空間の次元は dimW = 2 で，例えば，c1 = 1，c2 = 0 および

c1 = 0，c2 = 1 とした

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
⎛⎜⎜⎝

−1
−1
1
0

⎞⎟⎟⎠ ,

⎛⎜⎜⎝
−1
1
0
1

⎞⎟⎟⎠
⎫⎪⎪⎬⎪⎪⎭ が 1 組の基本解である．

解 15.2 まず，例 15.3 より，dimR3 = 3 であることに注意する．また，

∣∣ a1 a2 a3

∣∣ =
∣∣∣∣∣∣
cos θ − sin θ 0
sin θ cos θ 0
0 0 1

∣∣∣∣∣∣ = 1 · (−1)3+3

∣∣∣∣ cos θ − sin θ
sin θ cos θ

∣∣∣∣
( 第 3 行に関する余因子展開)

サラスの方法
= cos θ cos θ − (− sin θ)(sin θ) = 1.

よって，定理 14.3 より，a1，a2，a3 は 1 次独立である．したがって，定理 15.3 より，

{a1,a2,a3} は R3 の基底である．

解 15.3 dimR4 = 4 なので，定理 15.3 より，R4 が a1，a2，a3，a4 で生成されな

いのは a1，a2，a3，a4 が 1 次従属のときである．ここで，

∣∣ a1 a2 a3 a4

∣∣ =
∣∣∣∣∣∣∣
a 1 1 1
1 a 1 1
1 1 a 1
1 1 1 a

∣∣∣∣∣∣∣
例 8.3
=

∣∣∣∣( a 1
1 a

)
+

(
1 1
1 1

)∣∣∣∣ ∣∣∣∣( a 1
1 a

)
−
(

1 1
1 1

)∣∣∣∣
=

∣∣∣∣ a+ 1 2
2 a+ 1

∣∣∣∣ ∣∣∣∣ a− 1 0
0 a− 1

∣∣∣∣ サラスの方法
= {(a+ 1)2 − 4}(a− 1)2
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= (a+ 3)(a− 1)3.

定理 14.3 より，a1，a2，a3，a4 が 1 次従属であるための必要十分条件は∣∣ a1 a2 a3 a4

∣∣ = (a+ 3)(a− 1)3 = 0

なので，求める値は
a = −3, 1.

解 15.4 xij を行列 X ∈ W の (i, j) 成分，Eij を行列単位とする（単位行列と混同し

ないように注意せよ［ 例 15.4］）．

（1）対称行列の成分は xij = xji（i, j = 1, 2, · · · , n）をみたすので，

X =
n∑

i=1

xiiEii +
∑

1≤i<j≤n

xij(Eij + Eji).

ただし，
∑

1≤i<j≤n

は 1 ≤ i < j ≤ n をみたすすべての自然数 i，j について，和をとるこ

とを意味する．ここで，
n∑

i=1

は n 個の項の和で，1 ≤ i < j ≤ n をみたす自然数 i，j の組

(i, j) の個数は

1 + 2 + · · ·+ (n− 1) =
n(n− 1)

2

なので，
∑

1≤i<j≤n

は n(n−1)
2

個の項の和である．よって，W の次元は

dimW = n+
n(n− 1)

2
=

n(n+ 1)

2
.

また，{Eii (i = 1, 2, · · · , n), Eij + Eji (1 ≤ i < j ≤ n)} は W の基底である．

（2）交代行列の成分は xij = −xji（i, j = 1, 2, · · · , n）をみたすので，
X =

∑
1≤i<j≤n

xij(Eij − Eji).

ここで，（1）で示したように，
∑

1≤i<j≤n

は n(n−1)
2

個の項の和である．よって，W の次元は

dimW =
n(n− 1)

2
.

また，{Eij − Eji (1 ≤ i < j ≤ n)} は W の基底である．

（3）上三角行列 X は
X =

∑
1≤i≤j≤n

xijEij

と表される．ここで，1 ≤ i ≤ j ≤ n をみたす自然数 i，j の組 (i, j) の個数は

1 + 2 + · · ·+ n =
n(n+ 1)

2
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なので，
∑

1≤i≤j≤n

は n(n+1)
2

個の項の和である．よって，W の次元は

dimW =
n(n+ 1)

2
.

また，{Eij (1 ≤ i ≤ j ≤ n)} は W の基底である．

（4）トレースの定義式 (12.21) と条件 trX = 0 より，
n∑

i=1

xii = 0

なので，

X =
∑

1≤i,j≤n
i �= j

xijEij +

n−1∑
i=1

xii(Eii − Enn).

ここで，(n, n) 成分以外の X の成分の個数は n2 − 1．よって，W の次元は

dimW = n2 − 1.

また，{Eij (i �= j), Eii − Enn (i = 1, 2, · · · , n− 1)} は W の基底である．

解 15.5 （1）⇔（2）：（1）を仮定する．このとき，部分空間に対する次元定理より，

dim(W1 ∩W2) = 0.

よって，
W1 ∩W2 = {0}.

すなわち，（2）が成り立つ．上の議論は逆にたどることもできるので，（2）を仮定すると，

（1）が成り立つ．

（2）⇒（3）：（2）を仮定する．x ∈ W1 +W2 が

x = x1 + x2 = y1 + y2 (x1,y1 ∈ W1, x2,y2 ∈ W2)

と 2 通りに表されたとする．このとき，

x1 − y1 = y2 − x2.

x1,y1 ∈ W1 より，左辺はW1 の元で，x2,y2 ∈ W2 より，右辺はW2 の元なので，

x1 − y1 = y2 − x2 ∈ W1 ∩W2.

よって，仮定より，
x1 − y1 = y2 − x2 = 0.

すなわち，
x1 = y1, x2 = y2.

したがって，（3）が成り立つ．

（3）⇒（2）：（3）を仮定する．x ∈ W1 ∩W2 とすると，
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x + (−x) = 0 = 0 + 0∈ ∈ ∈ ∈

W1 W2 W1 W2

なので，仮定より，x = 0．よって，
W1 ∩W2 = {0}.

すなわち，（2）が成り立つ．

以上より，（1）～（3）は互いに同値である．

§ 16の問題解答

解 16.1 求める成分を x1，x2，x3 とすると，(16.8)より，x1，x2，x3 は連立 1次方

程式 (
a1 a2 a3

)⎛⎝ x1

x2

x3

⎞⎠ = v,

すなわち， ⎛⎝ 2 1 1
1 2 1
1 1 2

⎞⎠⎛⎝ x1

x2

x3

⎞⎠ =

⎛⎝ 1
2
3

⎞⎠
の解である．係数行列を A，b =

⎛⎝ 1
2
3

⎞⎠ とし，拡大係数行列 (A|b) の行に関する基本変

形を行うと，

(A|b) =
⎛⎝ 2 1 1 1

1 2 1 2
1 1 2 3

⎞⎠第 1 行 − 第 2 行 ×2
第 3 行 − 第 2 行−−−−−−−−−−−−−−→

⎛⎝ 0 −3 −1 −3
1 2 1 2
0 −1 1 1

⎞⎠
第 1 行と第 2 行の入れ替え

第 3 行 ×(−1)−−−−−−−−−−−−−−−−−−−→

⎛⎝ 1 2 1 2
0 −3 −1 −3
0 1 −1 −1

⎞⎠第 1 行 − 第 3 行 ×2
第 2 行 + 第 3 行 ×3−−−−−−−−−−−−−−→⎛⎝ 1 0 3 4

0 0 −4 −6
0 1 −1 −1

⎞⎠第 2 行 × (− 1
4

)
−−−−−−−−−−→

⎛⎝ 1 0 3 4
0 0 1 3

2
0 1 −1 −1

⎞⎠第 1 行 − 第 2 行 ×3
第 3 行 + 第 2 行−−−−−−−−−−−−−−→⎛⎜⎝ 1 0 0 − 1

2

0 0 1 3
2

0 1 0 1
2

⎞⎟⎠第 2 行と第 3 行の入れ替え−−−−−−−−−−−−−−−−−−−→

⎛⎜⎝ 1 0 0 − 1
2

0 1 0 1
2

0 0 1 3
2

⎞⎟⎠ .

よって，方程式に戻すと，⎛⎝ 1 0 0
0 1 0
0 0 1

⎞⎠⎛⎝ x1

x2

x3

⎞⎠ =

⎛⎜⎝ − 1
2

1
2
3
2

⎞⎟⎠ .
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したがって，v の成分は
x1 = −1

2
, x2 =

1

2
, x3 =

3

2
.

解 16.2 求める基底変換行列を P とすると，(16.19) より，⎛⎝ 2 1 1
1 2 1
1 1 2

⎞⎠ =

⎛⎝ 0 1 2
1 0 3
2 3 0

⎞⎠P. (∗)

(
a1 a2 a3 E3

)
に対して，行に関する基本変形を行うと，⎛⎝ 0 1 2 1 0 0

1 0 3 0 1 0
2 3 0 0 0 1

⎞⎠第 3 行 − 第 2 行 ×2−−−−−−−−−−−−−−→

⎛⎝ 0 1 2 1 0 0
1 0 3 0 1 0
0 3 −6 0 −2 1

⎞⎠
第 3 行 − 第 1 行 ×3−−−−−−−−−−−−−−→

⎛⎝ 0 1 2 1 0 0
1 0 3 0 1 0
0 0 −12 −3 −2 1

⎞⎠第 1 行と第 2 行の入れ替え
第 3 行 × (− 1

12

)
−−−−−−−−−−−−−−−−−−−→⎛⎝ 1 0 3 0 1 0

0 1 2 1 0 0
0 0 1 1

4
1
6

− 1
12

⎞⎠第 1 行 − 第 3 行 ×3
第 2 行 − 第 3 行 ×2−−−−−−−−−−−−−−→

⎛⎜⎝ 1 0 0 − 3
4

1
2

1
4

0 1 0 1
2

− 1
3

1
6

0 0 1 1
4

1
6

− 1
12

⎞⎟⎠ .

よって，(∗) の両辺に左から ( a1 a2 a3
)−1 を掛けると，

P =

⎛⎝ 0 1 2
1 0 3
2 3 0

⎞⎠−1⎛⎝ 2 1 1
1 2 1
1 1 2

⎞⎠ =

⎛⎜⎝ − 3
4

1
2

1
4

1
2

− 1
3

1
6

1
4

1
6

− 1
12

⎞⎟⎠
⎛⎝ 2 1 1

1 2 1
1 1 2

⎞⎠

=
1

12

⎛⎝ −9 6 3
6 −4 2
3 2 −1

⎞⎠⎛⎝ 2 1 1
1 2 1
1 1 2

⎞⎠ =
1

12

⎛⎝ −9 6 3
10 0 6
7 6 3

⎞⎠ .

解 16.3 ©1 P ©2 Q

©3 (
c1 c2 · · · cn

)
=
(

b1 b2 · · · bn
)
Q =

(
a1 a2 · · · an

)
PQ

なので，求める答えは PQ．

©4 Q−1P−1

解 16.4 （1）v を
v = x1a1 + x2a2

と一意的に表したときの x1，x2 を基底 {a1,a2} に関する v の成分という．

（2）等式 (
b1 b2

)
=
(

a1 a2
)
P

をみたす 2 次の正方行列 P を基底変換 {a1,a2} → {b1, b2} の基底変換行列という．
（3）定理 16.3 より，
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1
2

)
=

(
1 1
0 1

)(
y1
y2

)
.

よって，(
y1
y2

)
=

(
1 1
0 1

)−1 (
1
2

)
定理 6.1
=

(
1 −1
0 1

)(
1
2

)
=

( −1
2

)
.

すなわち，
y1 = −1, y2 = 2.

解 16.5 （1）f1(t)，f2(t)，f3(t)，f4(t) の形より，ただちに

P =

⎛⎜⎝ 1 2 3 4
0 5 6 7
0 0 8 9
0 0 0 10

⎞⎟⎠
とわかる．

（2）P は上三角行列なので，
|P | = 1 · 5 · 8 · 10 �= 0

よって，定理 16.2 より，{f1(t), f2(t), f3(t), f4(t)} は R[t]3 の基底である．

§ 17の問題解答

解 17.1 x,y ∈ U とすると，

(g ◦ f)(x+ y) = g(f(x+ y)) ( 合成写像の定義) = g(f(x) + f(y))

( f は線形写像) = g(f(x)) + g(f(y)) ( g は線形写像)

= (g ◦ f)(x) + (g ◦ f)(y) ( 合成写像の定義).

よって，
(g ◦ f)(x+ y) = (g ◦ f)(x) + (g ◦ f)(y)

となり，定義 17.1 の（1）の性質が成り立つ．

また，c ∈ R，x ∈ U とすると，

(g ◦ f)(cx) = g(f(cx)) ( 合成写像の定義) = g(cf(x)) ( f は線形写像)

= cg(f(x)) ( g は線形写像) = c(g ◦ f)(x) ( 合成写像の定義).

よって，
(g ◦ f)(cx) = c(g ◦ f)(x)

となり，定義 17.1 の（2）の性質が成り立つ．

したがって，g ◦ f は線形写像である．
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解 17.2 まず，2 個のベクトル

⎛⎜⎜⎝
1
1
0
0

⎞⎟⎟⎠，
⎛⎜⎜⎝

0
0
1
1

⎞⎟⎟⎠ は 1 次独立で，A の列ベクトルか

らどの 3個を選んでもそれらは 1次従属である．よって，定理 17.5より，rankA = 2で，⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
⎛⎜⎜⎝

1
1
0
0

⎞⎟⎟⎠ ,

⎛⎜⎜⎝
0
0
1
1

⎞⎟⎟⎠
⎫⎪⎪⎬⎪⎪⎭ は Im fA の基底である．

次に，同次連立 1 次方程式 Ax = 0 を考えると，{
x1 = 0

x2 + 2x3 = 0.

よって，c1, c2 ∈ R を任意の定数として，x3 = c1，x4 = c2 とおくと，解は

x1 = 0, x2 = −2c1, x3 = c1, x4 = c2

と表されるので，⎛⎜⎝ x1

x2

x3

x4

⎞⎟⎠ =

⎛⎜⎝ 0
−2c1
c1
c2

⎞⎟⎠ = c1

⎛⎜⎝ 0
−2
1
0

⎞⎟⎠+ c2

⎛⎜⎝ 0
0
0
1

⎞⎟⎠ .

したがって，

Ker fA =

⎧⎪⎨⎪⎩ c1

⎛⎜⎝ 0
−2
1
0

⎞⎟⎠+ c2

⎛⎜⎝ 0
0
0
1

⎞⎟⎠
∣∣∣∣∣∣∣ c1, c2 ∈ R

⎫⎪⎬⎪⎭
となり，例えば，c1 = 1，c2 = 0 および c1 = 0，c2 = 1 とした

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
⎛⎜⎜⎝

0
−2
1
0

⎞⎟⎟⎠ ,

⎛⎜⎜⎝
0
0
0
1

⎞⎟⎟⎠
⎫⎪⎪⎬⎪⎪⎭

が Ker fA の 1 組の基底である．

さらに，上の計算より，fA の階数 rank fA および退化次数 null fA はそれぞれ

rank fA = dim(Im fA) = 2, null fA = dim(Ker fA) = 2

である．よって，
rank fA + null fA = 2 + 2 = 4 = dimR4

となり，fA に対して次元定理

rank fA + null fA = dimR4

が成り立つ．

解 17.3 x1，x2，· · ·，xm の 1 次関係

c1x1 + c2x2 + · · ·+ cmxm = 0V (c1, c2, · · · , cm ∈ R)
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を考えると，
f(c1x1 + c2x2 + · · ·+ cmxm) = f(0V ).

f は線形写像で，f(0V ) = 0W なので，

c1f(x1) + c2f(x2) + · · ·+ cmf(xm) = 0W .

仮定より，f(x1)，f(x2)，· · ·，f(xm) は 1 次独立なので，

c1 = c2 = · · · = cm = 0.

よって，x1，x2，· · ·，xm は 1 次独立である．

解 17.4 （1）（⇒）を示す：f が全射であると仮定する．まず，f(x) ∈ Im f (x ∈ V )と

すると，f の値域はW なので，f(x) ∈ W．よって，Im f ⊂ W．逆に，y ∈ W とすると，

仮定より，f は全射なので，f(x) = y をみたす x ∈ V が存在する．よって，y ∈ Im f．

すなわち，W ⊂ Im f．したがって，Im f = W である．

（⇐）を示す：Im f = W であると仮定する．y ∈ W とすると，仮定より，W は Im f に

等しいので，y ∈ Im f．よって，像の定義式 (17.19) より，f(x) = y をみたす x ∈ V が

存在する．したがって，f は全射である．

以上より，f が全射であることと Im f = W は同値である．

（2）（⇒）を示す：f が単射であると仮定する．x ∈ Ker f とすると，

f(x) = 0W ( 核の定義式（17.19）) = f(0V ) ( 線形写像の性質).

仮定より，f は単射なので，(17.3) より，x = 0V．よって，Ker f = {0V } である．
（⇐）を示す：Ker f = {0V } であると仮定する．x,y ∈ V が f(x) = f(y) をみたすとす

ると，f は線形写像なので，

f(x− y) = f(x)− f(y) = 0W．

すなわち，f(x− y) = 0W なので，核の定義式 (17.19)より，x− y ∈ Ker f．仮定より，

f の核の元は 0V のみなので，x− y = 0V．すなわち，x = y．よって，f は単射である．

したがって，f が単射であることと Ker f = {0V } は同値である．
（3）任意の x,y ∈ W および任意の c ∈ R に対して，

f−1(x+ y) = f−1(x) + f−1(y) (∗)
f−1(cx) = cf−1(x) (∗∗)

が成り立つことを示せばよい．

まず，逆写像の定義より，

f(f−1(x+ y)) = x+ y.

一方，
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f(f−1(x) + f−1(y)) = f(f−1(x)) + f(f−1(y)) ( f は線形写像) = x+ y

( 逆写像の定義).

よって，
f(f−1(x+ y)) = f(f−1(x) + f−1(y)).

f は単射なので，(∗) が成り立つ．
次に，逆写像の定義より，

f(f−1(cx)) = cx.

一方，

f(cf−1(x)) = cf(f−1(x)) ( f は線形写像) = cx ( 逆写像の定義).

よって，
f(f−1(cx)) = f(cf−1(x)).

f は単射なので，(∗∗) が成り立つ．
したがって，f−1 は W から V への線形写像である．

解 17.5 （⇒）を示す：f ◦ f が零写像であると仮定する．f(x) ∈ Im f（x ∈ V）とす

ると，仮定より，f ◦ f は零写像なので，

f(f(x)) = (f ◦ f)(x) = 0.

よって，f(x) ∈ Ker f．したがって，Im f ⊂ Ker f である．

（⇐）を示す：Im f ⊂ Ker f であると仮定する．x ∈ V とすると，f(x) ∈ Im f．仮定よ

り，Im f は Ker f に含まれているので，

0 = f(f(x)) = (f ◦ f)(x)．

よって，f ◦ f は零写像である．

以上より，f ◦ f が零写像であることと Im f ⊂ Ker f は同値である．

解 17.6 （1）f + g ∈ V ∗ を示す：任意の x,y ∈ V および任意の c ∈ R に対して，

(f + g)(x+ y) = (f + g)(x) + (f + g)(y) (i)
(f + g)(cx) = c(f + g)(x) (ii)

が成り立つことを示せばよい．

まず，

(f + g)(x+ y) = f(x+ y) + g(x+ y) ( f + g の定義)

= f(x) + f(y) + g(x) + g(y) ( 線形写像の性質).

一方，f + g の定義より，

(f + g)(x) + (f + g)(y) = f(x) + f(y) + g(x) + g(y).
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よって，(i) が成り立つ．

次に，

(f + g)(cx) = f(cx) + g(cx) ( f + g の定義) = cf(x) + cg(x)

( 線形写像の性質).

一方，

c(f + g)(x) = c(f(x) + g(x)) ( f + g の定義)
定義 13.1（6）

= cf(x) + cg(x).

よって，(ii) が成り立つ．

したがって，f + g ∈ V ∗．

cf ∈ V ∗ を示す：任意の x,y ∈ V および任意の d ∈ R に対して，

(cf)(x+ y) = (cf)(x) + (cf)(y) (iii)
(cf)(dx) = d(cf)(x) (iv)

が成り立つことを示せばよい．

まず，

(cf)(x+ y) = cf(x+ y) ( cf の定義) = c(f(x) + f(y))

( 線形写像の性質)
定義 13.1（6）

= cf(x) + cf(y).

一方，cf の定義より，

(cf)(x) + (cf)(y) = cf(x) + cf(y).

よって，(iii) が成り立つ．

次に，

(cf)(dx) = cf(dx) ( cf の定義) = cdf(x) ( 線形写像の性質).

一方，
d(cf)(x) = dcf(x) ( cf の定義) = cdf(x).

よって，(iv) が成り立つ．

したがって，cf ∈ V ∗．

（2）［ベクトル空間の条件（1）（和の交換律）］f, g ∈ V ∗ とすると，任意の x ∈ V に対

して，

(f + g)(x) = f(x) + g(x) ( f + g の定義) = g(x) + f(x)

( R に対する和の交換律) = (g + f)(x) ( g + f の定義).

よって，
(f + g)(x) = (g + f)(x).
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x は任意なので，
f + g = g + f.

［ベクトル空間の条件（2）（和の結合律）］f, g, h ∈ V ∗ とすると，任意の x ∈ V に対して，

((f + g) + h)(x) = (f + g)(x) + h(x) ( (f + g) + h の定義)

= f(x) + g(x) + h(x) ( f + g の定義) = f(x) + (g + h)(x)

( g + h の定義) = (f + (g + h))(x) ( f + (g + h) の定義).

よって，
((f + g) + h)(x) = (f + (g + h))(x).

x は任意なので，
(f + g) + h = f + (g + h).

［ベクトル空間の条件（3）］0V ∗ を V から R への零写像とすると，任意の f ∈ V ∗ およ

び任意の x ∈ V に対して，

(f + 0V ∗ )(x) = f(x) + 0V ∗ (x) ( f + 0V ∗ の定義) = f(x) + 0

( 0V ∗ の定義) = f(x) ( 0 は R の零ベクトル)

同様に，
(0V ∗ + f)(x) = f(x).

よって，
(f + 0V ∗ )(x) = (0V ∗ + f)(x) = f(x).

x は任意なので，
f + 0V ∗ = 0V ∗ + f = f.

したがって．0V ∗ は V ∗ の零ベクトルである．

［ベクトル空間の条件（4）（スカラー倍の結合律）］c, d ∈ R，f ∈ V ∗ とすると，任意の

x ∈ V に対して，

(c(df))(x) = c(df)(x) ( c(df) の定義) = cdf(x) ( df の定義)

= ((cd)f)(x) ( (cd)f の定義).

よって，
(c(df))(x) = ((cd)f)(x).

x は任意なので，
c(df) = (cd)f.

［ベクトル空間の条件（5）（分配律 I）］c, d ∈ R，f ∈ V ∗ とすると，任意の x ∈ V に対

して，

((c+ d)f)(x) = (c+ d)f(x) ( (c+ d)f の定義) = cf(x) + df(x)

( R に対する分配律 I) = (cf)(x) + (df)(x) ( cf，df の定義)
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= (cf + df)(x) ( cf + df の定義).

よって，
((c+ d)f)(x) = (cf + df)(x).

x は任意なので，
(c+ d)f = cf + df.

［ベクトル空間の条件（6）（分配律 II）］c ∈ R，f, g ∈ V ∗ とすると，任意の x ∈ V に対

して，

(c(f + g))(x) = c(f + g)(x) ( c(f + g) の定義) = c(f(x) + g(x))

( f + g の定義) = cf(x) + cg(x) ( R に対する分配律 II)

= (cf)(x) + (cg)(x) ( cf，cg の定義)

= (cf + cg)(x) ( cf + cg の定義).

よって，
(c(f + g))(x) = (cf + cg)(x).

x は任意なので，
c(f + g) = cf + cg.

［ベクトル空間の条件（7）］f ∈ V ∗ とすると，任意の x ∈ V に対して，

(1f)(x) = 1f(x) ( 1f の定義) = f(x)

( R に対するベクトル空間の条件（7）).

よって，
(1f)(x) = f(x).

x は任意なので，
1f = f.

［ベクトル空間の条件（8）］f ∈ V ∗ とすると，任意の x ∈ V に対して，

(0f)(x) = 0f(x) ( 0f の定義) = 0

( R に対するベクトル空間の条件（8）) = 0V ∗ (x) ( 0V ∗ の定義).

よって，
(0f)(x) = 0V ∗ (x).

x は任意なので，
0f = 0V ∗ .

以上の（1）～（8）より，V ∗ はベクトル空間となる．

（3）まず，f1，f2，· · ·，fn の 1 次関係

c1f1 + c2f2 + · · ·+ cnfn = 0V ∗ (c1, c2, · · · , cn ∈ R)

を考える．j = 1, 2, · · · , n とすると，
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0 = 0V ∗ (aj) = (c1f1 + c2f2 + · · ·+ cnfn)(aj)

= c1f1(aj) + c2f2(aj) + · · ·+ cnfn(an) = c1δ1j + c2δ2j + · · ·+ cnδnj = cj .

(∗)

よって，
c1 = c2 = · · · = cn = 0.

したがって，f1，f2，· · ·，fn は自明な 1 次関係しかもたないので，これらは 1 次独立で

ある．

次に，任意の f ∈ V ∗ に対して，j = 1, 2, · · · , n とすると，(∗) の計算より，
(f(a1)f1 + f(a2)f2 + · · ·+ f(an)fn)(aj) = f(aj).

{a1,a2, · · · ,an} は V の基底なので，任意の x ∈ V に対して，

(f(a1)f1 + f(a2)f2 + · · ·+ f(an)fn)(x) = f(x).

x は任意なので，
f = f(a1)f1 + f(a2)f2 + · · ·+ f(an)fn.

よって, V ∗ は f1，f2，· · ·，fn で生成される．

以上および定義 15.1 より，{f1, f2, · · · , fn} は V ∗ の基底である．

§ 18の問題解答

解 18.1 まず，

f(a1) =

(
1 0 3
0 2 0

)⎛⎝ 0
1
2

⎞⎠ =

(
6
2

)
,

f(a2) =

(
1 0 3
0 2 0

)⎛⎝ 1
0
3

⎞⎠ =

(
10
0

)
,

f(a3) =

(
1 0 3
0 2 0

)⎛⎝ 2
3
0

⎞⎠ =

(
2
6

)
.

よって，求める表現行列を A とおくと，(
6 10 2
2 0 6

)
=

(
1 3
2 4

)
A.

したがって，

A =

(
1 3
2 4

)−1 (
6 10 2
2 0 6

)
定理 6.1
= −1

2

(
4 −3
−2 1

)(
6 10 2
2 0 6

)
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=

( −9 −20 5
5 10 −1

)
.

または，例 18.2 の方法で計算すると，

A =

(
1 3
2 4

)−1 (
1 0 3
0 2 0

)⎛⎝ 0 1 2
1 0 3
2 3 0

⎞⎠
定理 6.1
= −1

2

(
4 −3
−2 1

)(
6 10 2
2 0 6

)
=

( −9 −20 5
5 10 −1

)
.

解 18.2 表現行列の定義式 (18.1) より，それぞれ(
f(a1) f(a2) · · · f(an)

)
=
(

b1 b2 · · · bm
)
A,(

g(a1) g(a2) · · · g(an)
)
=
(

b1 b2 · · · bm
)
B

なので，(
(f + g)(a1) (f + g)(a2) · · · (f + g)(an)

)
=
(

f(a1) + g(a1) f(a2) + g(a2) · · · f(an) + g(an)
)

=
(

f(a1) f(a2) · · · f(an)
)
+
(

g(a1) g(a2) · · · g(an)
)

=
(

b1 b2 · · · bm
)
A+

(
b1 b2 · · · bm

)
B

=
(

b1 b2 · · · bm
)
(A+B).

よって，基底 {a1,a2, · · · ,an}，{b1, b2, · · · , bm} に関する f + g の表現行列は A + B

である．

また，(
(cf)(a1) (cf)(a2) · · · (cf)(an)

)
=
(

cf(a1) cf(a2) · · · cf(an)
)

= c
(

f(a1) f(a2) · · · f(an)
)
= c
(

b1 b2 · · · bm
)
A

=
(

b1 b2 · · · bm
)
(cA).

よって，基底 {a1,a2, · · · ,an}，{b1, b2, · · · , bm} に関する cf の表現行列は cAである．

解 18.3 A の (k, i) 成分を aki，B の (j, k) 成分を bjk とおくと，i = 1, 2, · · · , n の
とき，

(g ◦ f)(ai) = g(f(ai)) ( 合成写像の定義)

= g(a1ib1 + a2ib2 + · · ·+ amibm) ( 表現行列 A の定義) =
m∑

k=1

akig(bk)

( 線形写像の性質) =

m∑
k=1

aki(b1kc1 + b2kc2 + · · ·+ blkcl)

( 表現行列 B の定義) =
m∑

k=1

aki

l∑
j=1

bjkcj =
l∑

j=1

m∑
k=1

bjkakicj .
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ここで，
m∑

k=1

bjkaki は BA の (j, i) 成分なので，求める表現行列は BA である．

補足 線形写像の合成写像の表現行列を考えると， 2・3 で定義した行列の積が自然なも

のであることがわかる．

図 合成写像の表現行列

fをベクトル空間V からベクトル空間W への線形写像，{a1,a2, · · · ,an}，{b1, b2, · · · , bm}
をそれぞれ V，W の基底，Aを基底 {a1,a2, · · · ,an}，{b1, b2, · · · , bm} に関する f の

表現行列とする．このとき，

f は同型写像 ⇐⇒ m = n で，A は正則

である．さらに，f が同型写像のとき，基底 {b1, b2, · · · , bn}，{a1,a2, · · · ,an} に関す
る f−1 の表現行列は A−1 であることがわかる（ ）．

解 18.4 （1）背理法により示す．f が全射であると仮定すると，問 17.4の（1）より，

Im f = V. (i)

また，f が単射であると仮定すると，問 17.4 の（2）より，

Ker f = {0V }. (ii)

さらに，仮定
Im f = Ker f (iii)

および線形写像に対する次元定理

dim(Im f) + dim(Ker f) = dimV

より，
dimV = 2dim(Im f) = 2 dim(Ker f). (iv)
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よって，（i），(ii）のいずれの場合も dimV = 0となるので，V は零空間である．これは V

が零空間ではないことに矛盾する．したがって，f は全射でも単射でもない．

（2）b1, · · · , br ∈ Im f および仮定（iii）より，

f(b1) = · · · = f(br) = 0. (v)

a1，· · ·，ar，b1，· · ·，br の 1 次関係

c1a1 + · · ·+ crar + d1b1 + · · ·+ drbr = 0 (c1, · · · , cr, d1, · · · , dr ∈ R) (vi)

を考えると，

0 = f(0) ( 線形写像の性質)

(vi)
= f(c1a1 + · · ·+ crar + d1b1 + · · ·+ drbr)

= c1f(a1) + · · ·+ crf(ar) + d1f(b1) + · · ·+ drf(br) ( 線形写像の性質)

= c1b1 + · · ·+ crbr ( b1，· · ·，br の定義および (v)).

よって，
c1b1 + · · ·+ crbr = 0.

{b1, · · · , br} は Im f の基底なので，

c1 = · · · = cr = 0. (vii)

(vii) を (vi) に代入すると，
d1b1 + · · ·+ drbr = 0.

{b1, · · · , br} は Im f の基底なので，

d1 = · · · = dr = 0.

したがって，
c1 = · · · = cr = d1 = · · · = dr = 0

となり，a1，· · ·，ar，b1，· · ·，br は自明な 1 次関係しかもたないので，a1，· · ·，ar，

b1，· · ·，br は 1 次独立である．

（3）(iv) より，
dimV = 2r.

a1，· · ·，ar，b1，· · ·，br は V の 1 次独立な 2r 個のベクトルなので，定理 15.3 より，

これらは V の基底である．

（4）b1，· · ·，br の定義および (v) より，(
f(a1) · · · f(ar) f(b1) · · · f(br)

)
=
(

b1 · · · br 0 · · · 0
)

=
(

a1 · · · ar b1 · · · br
)( O O

E O

)
.
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ただし，O は r 次の零行列，E は r 次の単位行列である．よって，求める表現行列は(
O O
E O

)
である．

§ 19の問題解答

解 19.1 ［部分空間の条件（1）］同次連立 1次方程式は自明な解0をもつから，0 ∈ W̃ (λ)．

［部分空間の条件（2）］x,y ∈ W̃ (λ) とすると，ある自然数 k，l が存在し

(λE −A)kx = 0, (λE −A)ly = 0.

m を m ≥ k，m ≥ l をみたす自然数とすると，

(λE −A)m(x+ y) = (λE −A)mx+ (λE −A)my = 0+ 0 = 0.

よって，
(λE −A)m(x+ y) = 0.

すなわち，x+ y ∈ W̃ (λ)．

［部分空間の条件（3）］c ∈ R，x ∈ W̃ (λ) とすると，ある自然数 k が存在し

(λE −A)kx = 0

なので，
(λE −A)k(cx) = c(λE −A)kx = c0 = 0.

よって，
(λE −A)k(cx) = 0.

すなわち，cx ∈ W̃ (λ)．

したがって，定理 13.3 より，W̃ (λ) は Rn の部分空間である．

解 19.2 （1）A =

(
1 1
2 2

)
とおく．

Step 1 A の固有値を求める．A の固有多項式は

φA(λ) =

∣∣∣∣ λ− 1 −1
−2 λ− 2

∣∣∣∣ = (λ− 1)(λ− 2)− (−1)(−2) = λ2 − 3λ = λ(λ− 3).

よって，A の固有値 λ は固有方程式 φA(λ) = 0 の解なので，λ = 0, 3 である．

Step 2 固有値 λ = 0に対する Aの 1つの固有ベクトルと固有空間W (0)を求める．同

次連立 1 次方程式
(λE −A)x = 0 (∗)



52 詳細解答

において λ = 0 を代入し，x =

(
x1

x2

)
とすると，

−A

(
x1

x2

)
= 0.

すなわち， ( −1 −1
−2 −2

)(
x1

x2

)
=

(
0
0

)
.

よって，
−x1 − x2 = 0, −2x1 − 2x2 = 0

となり，c ∈ R を任意の定数として，x2 = c とおくと，解は
x1 = −c, x2 = c.

したがって，
x =

(
x1

x2

)
=

( −c
c

)
= c

( −1
1

)
と表されるので，例えば，c = 1 とした x =

( −1
1

)
が求める 1 つの固有ベクトルであ

る．また，固有空間W (0) は

W (0) =

{
c

( −1
1

)∣∣∣∣ c ∈ R

}
である．

Step 3 固有値 λ = 3 に対する A の 1 つの固有ベクトルと固有空間W (3) を求める．

(∗) において λ = 3 を代入し，x =

(
x1

x2

)
とすると，同次連立 1 次方程式

(3E −A)

(
x1

x2

)
= 0

が得られる．すなわち (
2 −1
−2 1

)(
x1

x2

)
=

(
0
0

)
.

よって，
2x1 − x2 = 0, −2x1 + x2 = 0

となり，c ∈ R を任意の定数として，x1 = c とおくと，解は
x1 = c, x2 = 2c.

したがって，
x =

(
x1

x2

)
=

(
c
2c

)
= c

(
1
2

)
と表されるので，例えば，c = 1とした x =

(
1
2

)
が求める 1つの固有ベクトルである．

また，固有空間W (3) は
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W (3) =

{
c

(
1
2

)∣∣∣∣ c ∈ R

}
である．

（2）A =

⎛⎝ 1 2 0
2 2 2
0 2 3

⎞⎠ とおく．
Step 1 A の固有値を求める．A の固有多項式は

φA(λ) =

∣∣∣∣∣∣
λ− 1 −2 0
−2 λ− 2 −2
0 −2 λ− 3

∣∣∣∣∣∣ サラスの方法
= (λ− 1)(λ− 2)(λ− 3) + 0

+ 0− 0− 4(λ− 3)− 4(λ− 1) = (λ− 1)(λ− 2)(λ− 3)− 8(λ− 2)

= (λ− 2){(λ− 1)(λ− 3)− 8} = (λ− 2)(λ2 − 4λ− 5) = (λ+ 1)(λ− 2)(λ− 5).

よって，A の固有値 λ は固有方程式 φA(λ) = 0 の解なので，λ = −1, 2, 5 である．

Step 2 固有値 λ = −1に対する Aの 1つの固有ベクトルと固有空間W (−1)を求める．

同次連立 1 次方程式
(λE −A)x = 0 (∗)

において λ = −1 を代入し，x =

⎛⎝ x1

x2

x3

⎞⎠ とすると，
(−E −A)

⎛⎝ x1

x2

x3

⎞⎠ = 0.

係数行列 −E −A に対して行に関する基本変形を行うと，

⎛⎝ −2 −2 0
−2 −3 −2
0 −2 −4

⎞⎠第 1 行 × (− 1
2

)
第 3 行 × (− 1

2

)
−−−−−−−−−−→

⎛⎝ 1 1 0
−2 −3 −2
0 1 2

⎞⎠第 2 行 + 第 1 行 ×2−−−−−−−−−−−−−−→⎛⎝ 1 1 0
0 −1 −2
0 1 2

⎞⎠第 1 行 − 第 3 行
第 2 行 + 第 3 行−−−−−−−−−−−−→

⎛⎝ 1 0 −2
0 0 0
0 1 2

⎞⎠ .

よって，方程式に戻すと，⎛⎝ 1 0 −2
0 0 0
0 1 2

⎞⎠⎛⎝ x1

x2

x3

⎞⎠ =

⎛⎝ 0
0
0

⎞⎠ .

すなわち，
x1 − 2x3 = 0, x2 + 2x3 = 0

となり，c ∈ R を任意の定数として，x3 = c とおくと，解は
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x1 = 2c, x2 = −2c, x3 = c.

したがって，

x =

⎛⎝ x1

x2

x3

⎞⎠ =

⎛⎝ 2c
−2c
c

⎞⎠ = c

⎛⎝ 2
−2
1

⎞⎠

と表されるので，例えば，c = 1 とした x =

⎛⎝ 2
−2
1

⎞⎠ が求める 1 つの固有ベクトルであ

る．また，固有空間W (−1) は

W (−1) =

⎧⎨⎩ c

⎛⎝ 2
−2
1

⎞⎠∣∣∣∣∣∣ c ∈ R

⎫⎬⎭
である．

Step 3 固有値 λ = 2 に対する A の 1 つの固有ベクトルと固有空間W (2) を求める．

(∗) において λ = 2 を代入し，x =

⎛⎝ x1

x2

x3

⎞⎠ とすると，同次連立 1 次方程式

(2E −A)

⎛⎝ x1

x2

x3

⎞⎠ = 0

が得られる．係数行列 2E −A に対して行に関する基本変形を行うと，⎛⎝ 1 −2 0
−2 0 −2
0 −2 −1

⎞⎠第 2 行 + 第 1 行 ×2
第 3 行 ×(−1)−−−−−−−−−−−−−−→

⎛⎝ 1 −2 0
0 −4 −2
0 2 1

⎞⎠第 2 行 + 第 3 行 ×2−−−−−−−−−−−−−−→⎛⎝ 1 −2 0
0 0 0
0 2 1

⎞⎠ .

よって，方程式に戻すと，⎛⎝ 1 −2 0
0 0 0
0 2 1

⎞⎠⎛⎝ x1

x2

x3

⎞⎠ =

⎛⎝ 0
0
0

⎞⎠ .

すなわち，
x1 − 2x2 = 0, 2x2 + x3 = 0

となり，c ∈ R を任意の定数として，x2 = c とおくと，解は
x1 = 2c, x2 = c, x3 = −2c.

したがって，

x =

⎛⎝ x1

x2

x3

⎞⎠ =

⎛⎝ 2c
c

−2c

⎞⎠ = c

⎛⎝ 2
1
−2

⎞⎠
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と表されるので，例えば，c = 1 とした x =

⎛⎝ 2
1
−2

⎞⎠ が求める 1 つの固有ベクトルであ

る．また，固有空間W (2) は

W (2) =

⎧⎨⎩ c

⎛⎝ 2
1
−2

⎞⎠∣∣∣∣∣∣ c ∈ R

⎫⎬⎭
である．

Step 4 固有値 λ = 5 に対する A の 1 つの固有ベクトルと固有空間W (5) を求める．

(∗) において λ = 5 を代入し，x =

⎛⎝ x1

x2

x3

⎞⎠ とすると，同次連立 1 次方程式

(5E −A)

⎛⎝ x1

x2

x3

⎞⎠ = 0

が得られる．係数行列 5E −A に対して行に関する基本変形を行うと，

⎛⎝ 4 −2 0
−2 3 −2
0 −2 2

⎞⎠第 1 行 × (− 1
2

)
第 3 行 × 1

2−−−−−−−−−−→

⎛⎝ −2 1 0
−2 3 −2
0 −1 1

⎞⎠第 2 行 + 第 3 行 ×2−−−−−−−−−−−−−−→⎛⎝ −2 1 0
−2 1 0
0 −1 1

⎞⎠第 2 行 − 第 1 行
第 3 行 + 第 1 行−−−−−−−−−−−−→

⎛⎝ −2 1 0
0 0 0
−2 0 1

⎞⎠ .

よって，方程式に戻すと，⎛⎝ −2 1 0
0 0 0
−2 0 1

⎞⎠⎛⎝ x1

x2

x3

⎞⎠ =

⎛⎝ 0
0
0

⎞⎠ .

すなわち，
−2x1 + x2 = 0, −2x1 + x3 = 0

となり，c ∈ R を任意の定数として，x1 = c とおくと，解は

x1 = c, x2 = 2c, x3 = 2c.

したがって，

x =

⎛⎝ x1

x2

x3

⎞⎠ =

⎛⎝ c
2c
2c

⎞⎠ = c

⎛⎝ 1
2
2

⎞⎠
と表されるので，例えば，c = 1とした x =

⎛⎝ 1
2
2

⎞⎠ が求める 1つの固有ベクトルである．

また，固有空間W (5) は
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W (5) =

⎧⎨⎩ c

⎛⎝ 1
2
2

⎞⎠∣∣∣∣∣∣ c ∈ R

⎫⎬⎭
である．

（3）A =

⎛⎝ 2 1 1
1 2 1
1 1 2

⎞⎠ とおく．
Step 1 A の固有値を求める．A の固有多項式は

φA(λ) =

∣∣∣∣∣∣
λ− 2 −1 −1
−1 λ− 2 −1
−1 −1 λ− 2

∣∣∣∣∣∣ サラスの方法
= (λ− 2)3 − 1− 1

− (λ− 2)− (λ− 2)− (λ− 2) = (λ− 2)3 − 3(λ− 2)− 2

= {(λ− 2) + 1}{(λ− 2)2 − (λ− 2)− 2}
= (λ− 1){(λ− 2) + 1}{(λ− 2)− 2} = (λ− 1)2(λ− 4).

よって，A の固有値 λ は固有方程式 φA(λ) = 0 の解なので，λ = 1 (重解), 4 である．

Step 2 固有値 λ = 1に対する Aの 1つの固有ベクトルと固有空間W (1)を求める．同

次連立 1 次方程式
(λE −A)x = 0 (∗)

において λ = 1 を代入し，x =

⎛⎝ x1

x2

x3

⎞⎠ とすると，
(E −A)

⎛⎝ x1

x2

x3

⎞⎠ = 0.

すなわち， ⎛⎝ −1 −1 −1
−1 −1 −1
−1 −1 −1

⎞⎠⎛⎝ x1

x2

x3

⎞⎠ =

⎛⎝ 0
0
0

⎞⎠ .

よって，
−x1 − x2 − x3 = 0

となり，c1, c2 ∈ R を任意の定数とすると，解は

x1 = c1, x2 = c2, x3 = −c1 − c2.

したがって，

x =

⎛⎝ x1

x2

x3

⎞⎠ =

⎛⎝ c1
c2

−c1 − c2

⎞⎠ = c1

⎛⎝ 1
0
−1

⎞⎠+ c2

⎛⎝ 0
1
−1

⎞⎠
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と表されるので，例えば，c1 = 1，c2 = 0 とした x =

⎛⎝ 1
0
−1

⎞⎠ が求める 1 つの固有ベ

クトルである．また，固有空間W (1) は

W (1) =

⎧⎨⎩ c1

⎛⎝ 1
0
−1

⎞⎠+ c2

⎛⎝ 0
1
−1

⎞⎠∣∣∣∣∣∣ c1, c2 ∈ R

⎫⎬⎭
である．

Step 3 固有値 λ = 4 に対する A の 1 つの固有ベクトルと固有空間W (4) を求める．

(∗) において λ = 4 を代入し，x =

⎛⎝ x1

x2

x3

⎞⎠ とすると，同次連立 1 次方程式

(4E −A)

⎛⎝ x1

x2

x3

⎞⎠ = 0

が得られる．係数行列 4E −A に対して行に関する基本変形を行うと，⎛⎝ 2 −1 −1
−1 2 −1
−1 −1 2

⎞⎠第 2 行 ×(−1)−−−−−−−−−−→

⎛⎝ 2 −1 −1
1 −2 1
−1 −1 2

⎞⎠第 1 行 − 第 2 行 ×2
第 3 行 + 第 2 行−−−−−−−−−−−−−−→⎛⎝ 0 3 −3

1 −2 1
0 −3 3

⎞⎠ 第 3 行 + 第 1 行
第 1 行と第 2 行の入れ替え−−−−−−−−−−−−−−−−−−−→

⎛⎝ 1 −2 1
0 3 −3
0 0 0

⎞⎠第 2 行 × 1
3−−−−−−−→⎛⎝ 1 −2 1

0 1 −1
0 0 0

⎞⎠第 1 行 + 第 2 行 ×2−−−−−−−−−−−−−−→

⎛⎝ 1 0 −1
0 1 −1
0 0 0

⎞⎠ .

よって，方程式に戻すと，⎛⎝ 1 0 −1
0 1 −1
0 0 0

⎞⎠⎛⎝ x1

x2

x3

⎞⎠ =

⎛⎝ 0
0
0

⎞⎠ .

すなわち，
x1 − x3 = 0, x2 − x3 = 0

となり，c ∈ R を任意の定数として，x3 = c とおくと，解は
x1 = c, x2 = c, x3 = c.

したがって，

x =

⎛⎝ x1

x2

x3

⎞⎠ =

⎛⎝ c
c
c

⎞⎠ = c

⎛⎝ 1
1
1

⎞⎠
と表されるので，例えば，c = 1とした x =

⎛⎝ 1
1
1

⎞⎠が求める 1つの固有ベクトルである．

また，固有空間W (4) は
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W (4) =

⎧⎨⎩ c

⎛⎝ 1
1
1

⎞⎠∣∣∣∣∣∣ c ∈ R

⎫⎬⎭
である．

解 19.3 まず，

trA =
1

3
+

2

3
= 1, |A| = 1

3
· 2
3
− 11 · 1

9
= −1.

よって，2 次の正方行列に対するケイリー - ハミルトンの定理 (19.27) より，

A2 −A− E = O.

したがって，

f(A) = A4 −A3 −A2 + 9A− E = A2(A2 −A− E) + 9A− E

= A2O + 9

(
1
3

11
1
9

2
3

)
−
(

1 0
0 1

)
=

(
3 99
1 6

)
−
(

1 0
0 1

)
=

(
2 99
1 5

)
.

解 19.4 （1）任意のベクトルを零ベクトルへ対応させる線形写像を零写像という．

（2）x を固有値 λ に対する f の固有ベクトルとすると，

0 = fm(x) ( fm は零写像) = fm−1(f(x))
（19.2）
= fm−1(λx)

= λfm−1(x) ( fm−1 は線形写像) = · · · = λmx.

すなわち，x は 1 次関係
λmx = 0

をみたす．固有ベクトルの定義より，x �= 0 なので，定理 14.1 より，x は 1 次独立であ

る．よって，x は自明な 1 次関係しかもたないので，λm = 0．したがって，λ = 0．すな

わち，f の固有値は 0 のみである．

解 19.5 n を自然数とし，A を奇数 (2n − 1) 次の直交行列とする．A の固有多項式

φA(λ) に λ = 1 を代入すると，

φA(1) = |E −A| |A| = 1
= |A||E −A| 定理 8.3

= |tA||E −A|
定理 8.8
= |tA(E −A)|

tAA = E
= |tA− E| 定理 8.3

= |A− E|
= (−1)2n−1|E −A|( 各列に定理 8.2（2）の多重線形性を適用) = −φA(1).

よって，
φA(1) = −φA(1).

したがって，φA(1) = 0．すなわち，A は 1 を固有値にもつ．
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§ 20の問題解答

解 20.1 Step 1 基底 {1, t, t2}に関する Ψの表現行列を求める．f(t) ∈ R[t]2 とす

ると，f(t) = 1 のとき，

Ψ(f(t)) = Ψ(1) = 1 +
d

dt
1 = 1 + 0 = 1,

f(t) = t のとき，

Ψ(f(t)) = Ψ(t) = −t+
d

dt
t = −t+ 1,

f(t) = t2 のとき，

Ψ(f(t)) = Ψ(t2) = (−t)2 +
d

dt
t2 = t2 + 2t

なので，(
Ψ(1) Ψ(t) Ψ(t2)

)
=
(

1 −t+ 1 t2 + 2t
)
=
(

1 1− t 2t+ t2
)

=
(

1 t t2
)⎛⎝ 1 1 0

0 −1 2
0 0 1

⎞⎠ .

よって，基底 {1, t, t2} に関する Ψ の表現行列を A とおくと，

A =

⎛⎝ 1 1 0
0 −1 2
0 0 1

⎞⎠ .

Step 2 Ψ の固有値を求める．Ψ の固有多項式は

φΨ(λ) = φA(λ) =

∣∣∣∣∣∣
λ− 1 −1 0
0 λ+ 1 −2
0 0 λ− 1

∣∣∣∣∣∣ = (λ+ 1)(λ− 1)2.

よって，Ψ の固有値 λ は固有方程式 φΨ(λ) = 0 の解なので，λ = −1, 1 (重解) である．

Step 3 固有値 λ = −1に対する Ψの固有空間W (−1)を求める．同次連立 1次方程式
(λE −A)c = 0 (∗)

において λ = −1 を代入し，c =

⎛⎝ c1
c2
c3

⎞⎠ とすると，
(−E −A)

⎛⎝ c1
c2
c3

⎞⎠ = 0.

すなわち， ⎛⎝ −2 −1 0
0 0 −2
0 0 −2

⎞⎠⎛⎝ c1
c2
c3

⎞⎠ =

⎛⎝ 0
0
0

⎞⎠ .
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よって，
−2c1 − c2 = 0, −2c3 = 0

となり，k ∈ R を任意の定数として，c1 = k とおくと，解は

c1 = k, c2 = −2k, c3 = 0.

したがって，

c1 · 1 + c2t+ c3t
2 = k · 1 + (−2k)t+ 0 · t2 = k − 2kt = k(1− 2t)

と表されるので，固有空間W (−1) は

W (−1) = {k(1− 2t)|k ∈ R}

である．

Step 4 固有値 λ = 1に対する Ψの固有空間W (1)を求める．(∗)において λ = 1を代

入し，c =

⎛⎝ c1
c2
c3

⎞⎠ とすると，同次連立 1 次方程式

(E −A)

⎛⎝ c1
c2
c3

⎞⎠ = 0

が得られる．すなわち，⎛⎝ 0 −1 0
0 2 −2
0 0 0

⎞⎠⎛⎝ c1
c2
c3

⎞⎠ =

⎛⎝ 0
0
0

⎞⎠ .

よって，
−c2 = 0, 2c2 − 2c3 = 0

となり，k ∈ R を任意の定数として，c1 = k とおくと，解は

c1 = k, c2 = 0, c3 = 0.

したがって，
c1 · 1 + c2t+ c3t

2 = k · 1 + 0 · t+ 0 · t2 = k

と表されるので，固有空間W (1) は

W (1) = {k|k ∈ R}

である．

解 20.2 （1）［部分空間の条件（1）］M2(R) の零ベクトルは 2 次の零行列 O で，W

の定義より，O ∈ W．

［部分空間の条件（2）］X,Y ∈ W とすると，X，Y は x1, x2, y1, y2 ∈ R を用いて

X =

(
x1 x2

x2 x1

)
, Y =

(
y1 y2
y2 y1

)
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と表される．このとき，

X + Y =

(
x1 x2

x2 x1

)
+

(
y1 y2
y2 y1

)
=

(
x1 + y1 x2 + y2
x2 + y2 x1 + y1

)
.

ここで，
x1 + y1, x2 + y2 ∈ R

なので，X + Y ∈ W．

［部分空間の条件（3）］c ∈ R，X ∈ W とすると，X は x1, x2 ∈ R を用いて

X =

(
x1 x2

x2 x1

)
と表される．このとき，

cX = c

(
x1 x2

x2 x1

)
=

(
cx1 cx2

cx2 cx1

)
.

ここで，cx1, cx2 ∈ R なので，cX ∈ W．

したがって，定理 13.3 より，W はM2(R) の部分空間である．

（2）x1, x2 ∈ R とすると，(
x1 x2

x2 x1

)
= x1

(
1 0
0 1

)
+ x2

(
0 1
1 0

)
= x1E1 + x2E2. (∗)

よって，W は E1，E2 で生成される．

また，(∗) より，
x1E1 + x2E2 = O

と仮定すると，
x1 = x2 = 0.

したがって，E1，E2 は 1 次独立である．

以上および定義 15.1 より，{E1, E2} は W の基底である．

解 20.3 Step 1 基底 {1, t, t2}に関する Ψの表現行列を求める．f(t) ∈ R[t]2 とす

ると，f(t) = 1 のとき，

Ψ(f(t)) = Ψ(1) = 2 · 1 +

∫ 1

0
1dt = 2 + [t]10 = 2 + (1− 0) = 3,

f(t) = t のとき，

Ψ(f(t)) = Ψ(t) = 2t+

∫ 1

0
tdt = 2t+

[
1

2
t2
]1
0

= 2t+
1

2
(12 − 02) = 2t+

1

2
,

f(t) = t2 のとき，

Ψ(f(t)) = Ψ(t2) = 2t2 +

∫ 1

0
t2dt = 2t2 +

[
1

3
t3
]1
0

= 2t2 +
1

3
(13 − 03) = 2t2 +

1

3
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なので，(
Ψ(1) Ψ(t) Ψ(t2)

)
=
(

3 2t+ 1
2

2t2 + 1
3

)
=
(

3 1
2
+ 2t 1

3
+ 2t2

)
=
(

1 t t2
)⎛⎝ 3 1

2
1
3

0 2 0
0 0 2

⎞⎠ .

よって，基底 {1, t, t2} に関する Ψ の表現行列を A とおくと，

A =

⎛⎝ 3 1
2

1
3

0 2 0
0 0 2

⎞⎠ .

Step 2 Ψ の固有値を求める．Ψ の固有多項式は

φΨ(λ) = φA(λ) =

∣∣∣∣∣∣
λ− 3 − 1

2
− 1

3
0 λ− 2 0
0 0 λ− 2

∣∣∣∣∣∣ = (λ− 2)2(λ− 3).

よって，Ψ の固有値 λ は固有方程式 φΨ(λ) = 0 の解なので，λ = 2 (重解), 3 である．

補足 さらに，固有値 2 および 3 に対する固有空間はそれぞれ

W (2) = {k1(1− 2t) + k2(1− 3t2)|k1, k2 ∈ R}, W (3) = {k|k ∈ R}

であることがわかる（ ）．

解 20.4 ©1 表現 ©2 正則 ©3 0 ©4 A−1 ©5 0 ©6 自明

解 20.5 dimV = n とする．V の基底を選んでおき，f，g の表現行列をそれぞれ A，

B とする．このとき，f は同型写像なので，A は n 次の正則行列で，B は n 次の正方行

列である．よって，

φAB(t) = |tE −AB| 問 8.4
= |A−1(tE −AB)A| = |tE −BA|

= φBA(t).

したがって，AB と BA の固有多項式は等しい．

補足 f が同型写像とは限らなくても，f を同型写像で近似することにより，g ◦ f と f ◦ g
の固有多項式は等しいことがわかる．

§ 21の問題解答

解 21.1 （1）A の固有多項式は
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φA(λ) =

∣∣∣∣ λ− 1 −3
−2 λ− 2

∣∣∣∣ = (λ− 1)(λ− 2)− (−3)(−2) = λ2 − 3λ− 4

= (λ+ 1)(λ− 4).

よって，Aの固有値 λは固有方程式 φA(λ) = 0の解なので，λ = −1, 4である．したがっ

て，A は 2 個の異なる固有値 λ = −1, 4 をもつので，定理 21.3 より，A は対角化可能で

ある．

（2）まず，固有値 λ = −1 に対する A の固有ベクトルを求める．同次連立 1 次方程式

(λE −A)x = 0 (∗)

において λ = −1 を代入し，x =

(
x1

x2

)
とすると，

(−E −A)

(
x1

x2

)
= 0.

すなわち， ( −2 −3
−2 −3

)(
x1

x2

)
=

(
0
0

)
.

よって，
−2x1 − 3x2 = 0

となり，c ∈ R を任意の定数として，x1 = 3c とおくと，解は

x1 = 3c, x2 = −2c.

したがって，
x =

(
x1

x2

)
=

(
3c
−2c

)
= c

(
3
−2

)
と表されるので，ベクトル p1 =

(
3
−2

)
は固有値 λ = −1 に対する A の固有ベクトル

である．

次に，固有値 λ = 4 に対する A の固有ベクトルを求める．(∗) において λ = 4 を代入

し，x =

(
x1

x2

)
とすると，同次連立 1 次方程式

(4E −A)

(
x1

x2

)
= 0

が得られる．すなわち， (
3 −3
−2 2

)(
x1

x2

)
=

(
0
0

)
.

よって，
3x1 − 3x2 = 0, −2x1 + 2x2 = 0

となり，c ∈ R を任意の定数として，x1 = c とおくと，解は
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x1 = c, x2 = c.

したがって，
x =

(
x1

x2

)
=

(
c
c

)
= c

(
1
1

)
と表されるので，ベクトル p2 =

(
1
1

)
は固有値 λ = 4 に対する A の固有ベクトルで

ある．

以上より，
P =

(
p1 p2

)
=

(
3 1
−2 1

)
とおくと，P は正則なので逆行列 P−1 をもち，

P−1AP =

( −1 0
0 4

)
となり，A は P によって対角化される．

解 21.2 ©1 固有値 ©2 正則 ©3 0 ©4 0 ©5 零

解 21.3 （1）まず，固有値 λ = 1 に対する A の固有空間 W (1) を求める．同次連立

1 次方程式
(λE −A)x = 0 (∗)

において λ = 1 を代入し，x =

⎛⎝ x1

x2

x3

⎞⎠ とすると，
(E −A)

⎛⎝ x1

x2

x3

⎞⎠ = 0.

すなわち， ⎛⎝ 0 −1 −1
0 −1 −1
0 0 0

⎞⎠⎛⎝ x1

x2

x3

⎞⎠ =

⎛⎝ 0
0
0

⎞⎠ .

よって，
−x2 − x3 = 0

となり，c1, c2 ∈ R を任意の定数として，x1 = c1，x2 = c2 とおくと，解は

x1 = c1, x2 = c2, x3 = −c2.

したがって，

x =

⎛⎝ x1

x2

x3

⎞⎠ =

⎛⎝ c1
c2
−c2

⎞⎠ = c1

⎛⎝ 1
0
0

⎞⎠+ c2

⎛⎝ 0
1
−1

⎞⎠
と表されるので，固有空間W (1) は
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W (1) =

⎧⎨⎩ c1

⎛⎝ 1
0
0

⎞⎠+ c2

⎛⎝ 0
1
−1

⎞⎠∣∣∣∣∣∣ c1, c2 ∈ R

⎫⎬⎭
である．

次に，固有値 λ = 2 に対する A の固有空間 W (2) を求める．(∗) において λ = 2 を代

入し，x =

⎛⎝ x1

x2

x3

⎞⎠ とすると，同次連立 1 次方程式

(2E −A)

⎛⎝ x1

x2

x3

⎞⎠ = 0

が得られる．すなわち，⎛⎝ 1 −1 −1
0 0 −1
0 0 1

⎞⎠⎛⎝ x1

x2

x3

⎞⎠ =

⎛⎝ 0
0
0

⎞⎠ .

よって，
x1 − x2 − x3 = 0, −x3 = 0, x3 = 0

となり，c ∈ R を任意の定数として，x1 = c とおくと，解は

x1 = c, x2 = c, x3 = 0.

したがって，

x =

⎛⎝ x1

x2

x3

⎞⎠ =

⎛⎝ c
c
0

⎞⎠ = c

⎛⎝ 1
1
0

⎞⎠
と表されるので，固有空間W (2) は

W (2) =

⎧⎨⎩ c

⎛⎝ 1
1
0

⎞⎠ ∣∣∣∣∣∣ c ∈ R

⎫⎬⎭
である．

以上より，
dimW (1) + dimW (2) = 2 + 1 = 3 = A の次数

なので，定理 21.4 より，A は対角化可能である．

（2）（1）の計算より，

p1 =

⎛⎝ 1
0
0

⎞⎠ , p2 =

⎛⎝ 0
1
−1

⎞⎠
とおくと，p1，p2 は固有値 λ = 1 に対する 1 次独立な固有ベクトルで，

p3 =

⎛⎝ 1
1
0

⎞⎠
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とおくと，p3 は固有値 λ = 2 に対する固有ベクトルである．よって，

P =
(

p1 p2 p3

)
=

⎛⎝ 1 0 1
0 1 1
0 −1 0

⎞⎠
とおくと，P は正則なので逆行列 P−1 をもち，

P−1AP =

⎛⎝ 1 0 0
0 1 0
0 0 2

⎞⎠
となり，A は P によって対角化される．

解 21.4 A =

(
a b
0 a

)
とおく．

b = 0のとき，Aはスカラー行列
(

a 0
0 a

)
となるので，任意の 2次の正則行列 P に

対して，
P−1AP = A =

(
a 0
0 a

)
.

よって，A は対角化可能である．

b �= 0 のとき，A の固有多項式は

φA(λ) =

∣∣∣∣ λ− a −b
0 λ− a

∣∣∣∣ = (λ− a)2 − (−b) · 0 = (λ− a)2.

よって，A の固有値 λ は固有方程式 φA(λ) = 0 の解なので，λ = a (重解) である．ここ

で，固有値 λ = a に対する A の固有空間 W (a) を求める．同次連立 1 次方程式

(λE −A)x = 0

において λ = a を代入し，x =

(
x1

x2

)
とすると，

(aE −A)

(
x1

x2

)
= 0.

すなわち， (
0 −b
0 0

)(
x1

x2

)
=

(
0
0

)
.

よって，
−bx2 = 0

となり，b �= 0 より，
x2 = 0

で，c ∈ R を任意の定数とすると，
x1 = c.

したがって，
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x =

(
x1

x2

)
=

(
c
0

)
= c

(
1
0

)
と表されるので，固有空間W (a) は

W (a) =

{
c

(
1
0

)∣∣∣∣ c ∈ R

}
である．このとき，

dimW (a) = 1 �= 2 = A の次数

なので，定理 21.4 より，A は対角化可能でない．

以上より，A が対角化可能であるための必要十分条件は b = 0 である．

解 21.5 （1）A に対して基本変形を行い，A が零行列 O へ変形されるとき，A = O．

よって，r = 0 のとき，A = O．このとき，任意の n 次の正則行列 P に対して，

P−1AP = O.

したがって，A は対角化可能である．

（2）定理 6.4より，Aは正則行列である．よって，Aの逆行列 A−1 が存在する．A2 = A

の両辺に A−1 を掛けると，Aは単位行列 E に等しい．このとき，任意の n次の正則行列

P に対して，
P−1AP = E.

したがって，A は対角化可能である．

（3）Im f の定義式 (17.19) より，各 i = 1, 2, · · · , r に対して，ある bi ∈ V が存在し，

ai = Abi と表される．A はべき等行列だから，

Aai = A(Abi) = A2bi = Abi = ai.

また，{a1,a2, · · ·ar} は Im f の基底なので，ai �= 0．よって，ai は固有値 λ = 1 に対

する A の固有ベクトルである．

（4）Ker f の定義式 (17.19) より，各 i = r + 1, r + 2, · · · , n に対して，
Aai = 0. (∗)

ここで，a1，a2，· · ·，an の 1 次関係

c1a1 + c2a2 + · · ·+ cnan = 0 (c1, c2, · · · , cn ∈ R) (∗∗)

を考える．(∗∗) の両辺に左から A を掛けると，（3）と (∗) より，
c1a1 + c2a2 + · · ·+ crar = 0.

{a1,a2, · · · ,ar} は Im f の基底なので，

c1 = c2 = · · · = cr = 0.

これを (∗∗) に代入すると，
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cr+1ar+1 + cr+2ar+2 + · · ·+ cnan = 0.

{ar+1,ar+2, · · · , an} は Ker f の基底なので，

cr+1 = cr+2 = · · · = cn = 0.

よって，a1，a2，· · ·，an は 1 次独立である．

（5）（4）より，A は n 個の 1 次独立な固有ベクトル a1，a2，· · ·，an をもつ．よって，

定理 21.2 より，A は対角化可能である．

§ 22の問題解答

解 22.1 ［内積の条件（1）］f(t), g(t) ∈ R[t]n とすると，

〈g(t), f(t)〉 =
∫ 1

−1
g(t)f(t)dt =

∫ 1

−1
f(t)g(t)dt = 〈f(t), g(t)〉

よって，
〈g(t), f(t)〉 = 〈f(t), g(t)〉.

［内積の条件（2）］f(t), g(t), h(t) ∈ R[t]n とすると，

〈f(t) + g(t), h(t)〉 =
∫ 1

−1
(f(t) + g(t))h(t)dt =

∫ 1

−1
(f(t)h(t) + g(t)h(t))dt

=

∫ 1

−1
f(t)h(t)dt+

∫ 1

−1
g(t)h(t)dt = 〈f(t), h(t)〉+ 〈g(t), h(t)〉.

よって，
〈f(t) + g(t), h(t)〉 = 〈f(t), h(t)〉+ 〈g(t), h(t)〉.

［内積の条件（3）］c ∈ R，f(t), g(t) ∈ R[t]n とすると，

〈cf(t), g(t)〉 =
∫ 1

−1
cf(t)g(t)dt = c

∫ 1

−1
f(t)g(t)dt = c〈f(t), g(t)〉.

よって，
〈cf(t), g(t)〉 = c〈f(t), g(t)〉.

［内積の条件（4）］f(t) ∈ R[t]n とすると，

〈f(t), f(t)〉 =
∫ 1

−1
(f(t))2 dt ≥ 0.

すなわち，
〈f(t), f(t)〉 ≥ 0.

ここで，〈f(t), f(t)〉 = 0 と仮定すると，

(f(t))2 = 0.
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すなわち，
f(t) = 0.

したがって，定義 22.1 より，(R[t]n, 〈 , 〉) は内積空間である．

解 22.2 まず，

〈x,y + z〉 = 〈y + z,x〉 ( 内積の条件（1）) = 〈y,x〉+ 〈z,x〉
( 内積の条件（2）) = 〈x,y〉+ 〈x, z〉 ( 内積の条件（1）).

よって，
〈x,y + z〉 = 〈x,y〉+ 〈x,z〉.

また，

〈x, cy〉 = 〈cy,x〉 ( 内積の条件（1）) = c〈y,x〉
( 内積の条件（3）) = c〈x,y〉 ( 内積の条件（1）).

よって，
〈x, cy〉 = c〈x,y〉.

解 22.3 標準内積を行列の転置や積を用いて表すと，

〈x, Ay〉 = tx(Ay)
積の結合律

= (txA)y = (txt(tA))y
定理 2.5（2）

= t(tAx)y

= 〈tAx,y〉.

よって，
〈x, Ay〉 = 〈tAx,y〉.

補足 一般に，f を内積空間 V の線形変換とすると，任意の x,y ∈ V に対して

〈x, f(y)〉 = 〈tf(x),y〉

が成り立つような V の線形変換 tf が一意的に存在する．tf を f の転置変換という．さら

に，同じ基底を選んでおくと，転置変換の表現行列はもとの線形変換の表現行列の転置行

列となることがわかる（ ）．

解 22.4 （1）W が V の和およびスカラー倍により，ベクトル空間となるとき，W を

V の部分空間という．

（2）（a）0 ∈ W（b）x,y ∈ W ならば，x+y ∈ W （c）c ∈ R，x ∈ W ならば，cx ∈ W，

の 3 つである．

（3）y ∈ W を任意に選んでおく．

［部分空間の条件（1）］(22.13) より，

〈0,y〉 = 0.
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y は任意なので，0 ∈ W⊥．

［部分空間の条件（2）］x1,x2 ∈ W⊥ とすると，

〈x1 + x2,y〉 = 〈x1,y〉+ 〈x2,y〉 ( 内積の条件（2）) = 0 + 0 = 0.

y は任意なので，x1 + x2 ∈ W⊥．

［部分空間の条件（3）］c ∈ R，x ∈ W⊥ とすると，

〈cx,y〉 = c〈x,y〉 ( 内積の条件（3）) = c · 0 = 0.

y は任意なので，cx ∈ W⊥．

よって，W⊥ は V の部分空間である．

（4）x ∈ W ∩W⊥ とすると，x ∈ W かつ x ∈ W⊥ なので，

〈x,x〉 = 0.

内積の条件（4）より，x = 0．よって，

W ∩W⊥ = {0}.

（5）x ∈ W⊥，y ∈ W とすると，

x =

⎛⎝ x1

x2

x3

⎞⎠ , y = c1

⎛⎝ 1
0
−1

⎞⎠+ c2

⎛⎝ 0
1
−1

⎞⎠ (c1, c2 ∈ R)

と表される．このとき，

0 = 〈x,y〉 = c1

〈⎛⎝ x1

x2

x3

⎞⎠ ,

⎛⎝ 1
0
−1

⎞⎠〉+ c2

〈⎛⎝ x1

x2

x3

⎞⎠ ,

⎛⎝ 0
1
−1

⎞⎠〉

( （22.18）第 1 式)

= c1(x1 · 1 + x2 · 0 + x3 · (−1)) + c2(x1 · 0 + x2 · 1 + x3 · (−1))

= c1(x1 − x3) + c2(x2 − x3).

すなわち，
c1(x1 − x3) + c2(x2 − x3) = 0.

c1，c2 は任意なので，
x1 − x3 = 0, x2 − x3 = 0.

よって，c ∈ R を任意の定数とすると，

x1 = c, x2 = c, x3 = c.

したがって，

x =

⎛⎝ x1

x2

x3

⎞⎠ =

⎛⎝ c
c
c

⎞⎠ = c

⎛⎝ 1
1
1

⎞⎠
と表されるので，
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W⊥ =

⎧⎨⎩ c

⎛⎝ 1
1
1

⎞⎠∣∣∣∣∣∣ c ∈ R

⎫⎬⎭ .

解 22.5 ［内積の条件（1）］X,Y ∈ Mm,n(R) とすると，

〈Y,X〉 = tr (tY X)
問 12.4（1）

= tr t(tY X)
定理 2.5（2）

= tr (tXt(tY )) =

tr (tXY ) = 〈X,Y 〉.
よって，

〈Y,X〉 = 〈X,Y 〉.
［内積の条件（2）］X,Y, Z ∈ Mm,n(R) とすると，

〈X,Y + Z〉 = tr
{
tX(Y + Z)

}
= tr (tXY + tXZ) = tr (tXY ) + tr (tXZ)

= 〈X,Y 〉+ 〈X,Z〉.
よって，

〈X,Y + Z〉 = 〈X,Y 〉+ 〈X,Z〉.
［内積の条件（3）］X,Y ∈ Mm,n(R)，c ∈ R とすると，

〈cX, Y 〉 = tr
(
t(cX)Y

)
= tr (ctXY ) = c tr (tXY ) = c〈X,Y 〉.

よって，
〈cX, Y 〉 = c〈X,Y 〉.

［内積の条件（4）］X = (xij)m×n ∈ Mm,n(R)とすると，j = 1, 2, · · · , nに対して，tXX

の (j, j) 成分は
m∑
i=1

x2
ij となるので，

〈X,X〉 = tr (tXX) =

n∑
j=1

m∑
i=1

x2
ij ≥ 0.

ここで，〈X,X〉 = 0 と仮定すると，任意の i = 1, 2, · · · ,m，j = 1, 2, · · · , n に対して，
xij = 0.

すなわち，X は零行列である．

したがって，定義 22.1 より，(Mm,n(R), 〈 , 〉) は内積空間である．

§ 23の問題解答

解 23.1 まず，

b1 =
1

‖a1‖
a1 =

1√
3

⎛⎝ 1
1
1

⎞⎠ .
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次に，

b′2 = a2 − 〈a2, b1〉b1 =

⎛⎝ 0
1
1

⎞⎠− 2√
3
· 1√

3

⎛⎝ 1
1
1

⎞⎠ =
1

3

⎛⎝ −2
1
1

⎞⎠ .

よって，

b2 =
1

‖b′2‖
b′2 =

1√
6

⎛⎝ −2
1
1

⎞⎠ .

さらに，

b′3 = a3 − 〈a3, b1〉b1 − 〈a3, b2〉b2 =

⎛⎝ 0
0
1

⎞⎠− 1√
3
· 1√

3

⎛⎝ 1
1
1

⎞⎠
− 1√

6
· 1√

6

⎛⎝ −2
1
1

⎞⎠ =
1

2

⎛⎝ 0
−1
1

⎞⎠ .

したがって，

b3 =
1

‖b′3‖
b′3 =

1√
2

⎛⎝ 0
−1
1

⎞⎠ .

解 23.2 （1）tAA = E をみたす正方行列 A を直交行列という．

（2）まず，

t(AB)(AB)
定理 2.5（2）

= tBtAAB = tBEB ( A は直交行列)

= tBB = E ( B は直交行列).

よって，
t(AB)(AB) = E.

すなわち，AB は直交行列である．

（3）A を直交行列とすると，
tAA = E

なので，定理 6.3 より，A は正則で，

A−1 = tA.

このとき，
t(A−1)A−1 = t(tA)A−1 = AA−1 = E.

すなわち，
t(A−1)A−1 = E.

よって，A−1 も直交行列である．
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解 23.3 2 次の直交行列を A =

(
a b
c d

)
とおく．直交行列の定義式 (23.32) に A

を代入すると， (
a c
b d

)(
a b
c d

)
=

(
1 0
0 1

)
.

左辺を計算して，右辺と対応する成分を比較すると，

a2 + c2 = 1, ab+ cd = 0, b2 + d2 = 1.

第 1 式と第 3 式より，0 ≤ θ < 2π，0 ≤ ϕ < 2π をみたす θ, ϕ を用いて，

a = cos θ, c = sin θ, b = sinϕ, d = cosϕ

と表すことができる．第 2 式と加法定理より，

sin(θ + ϕ) = 0.

0 ≤ θ + ϕ < 4π なので，
θ + ϕ = 0, π, 2π, 3π.

よって，

(sinϕ, cosϕ) =

{
(− sin θ, cos θ) (θ + ϕ = 0, 2π),

(sin θ,− cos θ) (θ + ϕ = π, 3π).

したがって，
A =

(
cos θ ∓ sin θ
sin θ ± cos θ

)
(複号同順).

補足 直交行列の行列式は 1 または −1 であった［ 問 8.7 ］．行列式が 1 の直交行列

を特殊直交行列ともいう．n 次の特殊直交行列全体の集合を考えると，O(n) と同様に群と

なる．これを n次の特殊直交群といい，SO(n,R)または SO(n)と書く 1)．問 23.3にも見

られるように，n 次の特殊直交行列を Rn の元に掛けることは回転を意味することがわか

る．このことから，SO(n) を回転群ともいう．

行列を用いて表される群としては，その他に正則な n次の実正方行列全体の集合GL(n,R)，

行列式が 1 の n 次の実正方行列全体の集合 SL(n,R) が重要である．これらはそれぞれ実

一般線形群，実特殊線形群という 2)．

解 23.4 A が直交行列であると仮定する．A を

A =
(

a1 a2 · · · an
)

と列ベクトルに分割しておくと，仮定より，

1) SO の S は「特殊」を意味する英単語 “
ス ペ シ ャ ル

special” の頭文字である．
2) GLの G，Lはそれぞれ「一般」，「線形」を意味する英単語 “

ジ ェ ネ ラ ル

general”，“
リ ニ ア

linear”の頭

文字である．
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tAA = E

なので， ⎛⎜⎜⎜⎝
ta1
ta2

...
tan

⎞⎟⎟⎟⎠( a1 a2 · · · an
)
= E.

よって，
taiaj = δij (i, j = 1, 2, · · · , n).

ただし，δij はクロネッカーのデルタである．したがって，

〈ai,aj〉 = δij

となるので，{a1,a2, · · · ,an}，すなわち，Aの n個の列ベクトルは Rn の正規直交基底

である．

さらに，上の計算は逆にたどることもできる．

解 23.5 j = 1, 2, · · · , n とし，

bj =
n∑

k=1

pkjak

と表しておく．{a1,a2, · · · ,an} は正規直交基底なので，

〈ai, bj〉 （22.19）
=

n∑
k=1

pkj〈ai,ak〉 （23.2）
=

n∑
k=1

pkjδik = pij .

さらに，{b1, b2, · · · , bn} も正規直交基底なので，

δij = 〈bi, bj〉 =
〈

n∑
k=1

pkiak,
n∑

l=1

pljal

〉
（22.19）
=

n∑
k,l=1

pkiplj〈ak,al〉

（23.2）
=

n∑
k,l=1

pkipljδkl =
n∑

k=1

pkipkj

よって，
n∑

k=1

pkipkj = δij .

すなわち，n 次の正方行列 (pij)n×n = (〈ai, bj〉)n×n は直交行列である．

§ 24の問題解答

解 24.1 （1）まず，A の固有多項式は
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φA(λ) =

∣∣∣∣ λ− 3 −2
−2 λ− 6

∣∣∣∣ = (λ− 3)(λ− 6)− (−2)(−2) = λ2 − 9λ+ 14

= (λ− 2)(λ− 7).

よって，A の固有値 λ は固有方程式 φA(λ) = 0 の解なので，λ = 2, 7 である．

次に，固有値 λ = 2 に対する A の固有ベクトルを求める．同次連立 1 次方程式

(λE −A)x = 0 (∗)

において λ = 2 を代入し，x =

(
x1

x2

)
とすると，

(2E −A)

(
x1

x2

)
= 0.

すなわち， ( −1 −2
−2 −4

)(
x1

x2

)
=

(
0
0

)
.

よって，
−x1 − 2x2 = 0, −2x1 − 4x2 = 0

となり，c ∈ R を任意の定数として，x2 = c とおくと，解は

x1 = −2c, x2 = c.

したがって，
x =

(
x1

x2

)
=

( −2c
c

)
= c

( −2
1

)
と表されるので，ベクトル q1 =

( −2
1

)
は固有値 λ = 2 に対する A の固有ベクトルで

ある．

さらに，固有値 λ = 7に対する Aの固有ベクトルを求める．(∗)において λ = 7を代入

し，x =

(
x1

x2

)
とすると，同次連立 1 次方程式

(7E −A)

(
x1

x2

)
= 0

が得られる．すなわち， (
4 −2
−2 1

)(
x1

x2

)
=

(
0
0

)
.

よって，
4x1 − 2x2 = 0, −2x1 + x2 = 0

となり，c ∈ R を任意の定数として，x1 = c とおくと，解は

x1 = c, x2 = 2c.

したがって，
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x =

(
x1

x2

)
=

(
c
2c

)
= c

(
1
2

)
と表されるので，ベクトル q2 =

(
1
2

)
は固有値 λ = 7 に対する A の固有ベクトルで

ある．

上で得られたベクトルを正規化すると，

p1 =
1

‖q1‖
q1 =

1√
5

( −2
1

)
, p2 =

1

‖q2‖
q2 =

1√
5

(
1
2

)
.

これを並べたものを P とおくと，

P =
(

p1 p2

)
=

1√
5

( −2 1
1 2

)
.

このとき，P は直交行列なので逆行列 P−1 をもち，

P−1AP =

(
2 0
0 7

)
となり，A は直交行列 P によって対角化される．

（2）まず，

q1 =

⎛⎝ −2
1
0

⎞⎠ , q2 =

⎛⎝ −3
0
1

⎞⎠
とおき，グラム・シュミットの直交化法を用いて，W (0) の基底 {q1, q2}から正規直交基
底 {p1,p2} を求めると，

p1 =
1

‖q1‖
q1 =

1√
5

⎛⎝ −2
1
0

⎞⎠
なので，

p′
2 = q2 − 〈q2,p1〉p1 =

⎛⎝ −3
0
1

⎞⎠− 6√
5
· 1√

5

⎛⎝ −2
1
0

⎞⎠ =
1

5

⎛⎝ −3
−6
5

⎞⎠ .

よって，

p2 =
1

‖p′
2‖

p′
2 =

1√
70

⎛⎝ −3
−6
5

⎞⎠ .

次に，固有値 λ = 14 に対する Aの固有ベクトル

⎛⎝ 1
2
3

⎞⎠ を正規化したものを p3 とお

くと，p3 =
1√
14

⎛⎝ 1
2
3

⎞⎠．
したがって，
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P =
(

p1 p2 p3

)
=

⎛⎜⎜⎜⎝
− 2√

5
− 3√

70
1√
14

1√
5

− 6√
70

2√
14

0 5√
70

3√
14

⎞⎟⎟⎟⎠
とおくと，P は直交行列なので逆行列 P−1 をもち，

P−1AP =

⎛⎝ 0 0 0
0 0 0
0 0 14

⎞⎠
となり，A は直交行列 P によって対角化される．

解 24.2 A を直交行列とし，x を固有値 λ に対する A の固有ベクトルとすると，

Ax = λx. (∗)

よって，

tx̄x
tAA = E
= t(tAAx)x

(∗)
= t(tAλx)x = t(tAλx)x ( A は実行列)

= λtxt(tA)x ( 定理 2.5（2），（3）) = λtxAx
(∗)
= λtxλx = |λ|2 tx̄x.

すなわち，
tx̄x = |λ|2 tx̄x.

ここで，x は固有ベクトルなので，(24.8) より，
tx̄x �= 0.

したがって，
|λ|2 = 1

なので，|λ| = 1．すなわち，直交行列の固有値は絶対値 1 の複素数である．

解 24.3 (=⇒)：txAx = 0 であると仮定する．A の固有値を重複度も込めて λ1，λ2，

· · ·，λn とする．Aの固有値はすべて 0以上なので，次の（1）～（3）のいずれか 1つがな

りたつとしてよい．

（1）λ1 = λ2 = · · · = λn = 0

（2）λ1, λ2, · · · , λr > 0，λr+1 = λr+2 = · · · = λn = 0 （0 < r < n）
（3）λ1, λ2, · · · , λn > 0

また，A は対称行列なので，直交行列 P が存在し，

P−1AP =

⎛⎜⎜⎜⎝
λ1 0λ2

. . .0 λn

⎞⎟⎟⎟⎠
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と表される．

（1）のとき，A は零行列となるので，

Ax = 0.

（2），（3）のとき，

y =

⎛⎜⎜⎜⎝
y1
y2
...
yn

⎞⎟⎟⎟⎠ = P−1x

とおくと，x = Py より，

0 = txAx = t(Py)A(Py)
tP = P−1

= tyP−1APy =
n∑

i=1

λiy
2
i

=

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
r∑

i=1
λiy

2
i (（2）のとき)

n∑
i=1

λiy
2
i (（3）のとき).

よって， {
y1 = y2 = · · · = yr = 0 (（2）のとき)

y1 = y2 = · · · = yn = 0 (（3）のとき).

したがって，
P−1Ax = P−1APy = 0.

すなわち，P−1Ax = 0 となり，両辺に左から P を掛けると，

Ax = 0.

(⇐=)：Ax = 0 であると仮定する．このとき，
txAx = tx0 = 0.

よって，
txAx = 0.
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