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詳細解答

この別冊PDFファイルは『手を動かしてまなぶ　続・線形代数』（裳華房，2021年刊）

の節末問題の詳細解答です．書籍を読み進む際に活用すると効果的です．

この別冊 PDFファイルを印刷して利用するときは，「小冊子」モードで印刷して二つ

折にすると，A5判サイズで本の巻末に挟み込んで利用することができます．

(2021年 11月 12日版)

§ 1の問題解答

解 1.1 Ax = λxである．

解 1.2 (1) Aの固有多項式はφA(λ) = |λE−A|=
∣∣∣∣∣λ− 2 −2

1 λ

∣∣∣∣∣= (λ− 2)λ− (−2) ·

1 = λ2 − 2λ+ 2である．よって，固有方程式φA(λ) = 0を解くと，Aの固有値λはλ= 1± i

である．したがって，Aは 2個の異なる固有値 λ= 1 ± iをもつので，定理 1.5より，Aは

対角化可能である．

(2) まず，固有値 λ = 1 + i に対する A の固有ベクトルを求める．同次連立 1 次方程式

(λE−A)x = 0においてλ= 1 + iを代入し，x =

(
x1

x2

)
とすると，

{
(1 + i)E−A

}( x1

x2

)

= 0である．すなわち，

(
−1 + i −2

1 1 + i

)(
x1

x2

)
=

(
0

0

)
である．よって，(−1 + i)x1−

2x2 = 0，x1 + (1 + i)x2 = 0となり，c ∈ Cを任意の定数として，x2 = −cとおくと，解は

x1 = (1 + i)c，x2 = −cである．したがって，x =

(
x1

x2

)
=

(
(1 + i)c

−c

)
= c

(
1 + i

−1

)

と表されるので，c= 1としたベクトルp1 =

(
1 + i

−1

)
は固有値λ= 1 + iに対するAの固有

ベクトルである．次に，固有値λ= 1 − iに対するAの固有ベクトルを求める．上の計算より，

Ap1 = (1 + i)p1である．Aの成分がすべて実数であることに注意すると，Ap1 = (1 − i)p1

となる．p1 はすでに求めているので，すなわち，A

(
1 − i

−1

)
= (1 − i)

(
1 − i

−1

)
である．

よって，ベクトルp2 =

(
1 − i

−1

)
は固有値λ= 1 − iに対するAの固有ベクトルである．以
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上より，P =
(

p1 p2
)
=

(
1 + i 1 − i

−1 −1

)
とおくと，P は正則となるので，逆行列P−1

が存在する．さらに，P−1AP =

(
1 + i 0

0 1 − i

)
となり，Aは P によって対角化される．

解 1.3 W (λ) =
{
x ∈ Cn

∣∣Ax = λx
}
である．

解 1.4 (1) Aが上三角行列であることに注意すると，Aの固有値λは対角成分のλ= 1, i

となる（1は 2重解）．まず，固有値 λ= 1に対するAの固有空間W (1)を求める．同次連

立 1次方程式

(λE − A)x = 0 (∗)

において λ = 1 を代入し，x =

⎛
⎜⎝
x1

x2

x3

⎞
⎟⎠ とすると，(E − A)

⎛
⎜⎝
x1

x2

x3

⎞
⎟⎠ = 0 である．すなわ

ち，

⎛
⎜⎝

0 −1 0

0 1 − i 0

0 0 0

⎞
⎟⎠
⎛
⎜⎝
x1

x2

x3

⎞
⎟⎠ =

⎛
⎜⎝

0

0

0

⎞
⎟⎠ である．よって，−x2 = 0，(1 − i)x2 = 0 とな

り，c1, c2 ∈ Cを任意の定数として，x1 = c1，x3 = c2とおくと，解は x1 = c1，x2 = 0，

x3 = c2 である．したがって，x =

⎛
⎜⎝
x1

x2

x3

⎞
⎟⎠ =

⎛
⎜⎝
c1

0

c2

⎞
⎟⎠ = c1

⎛
⎜⎝

1

0

0

⎞
⎟⎠ + c2

⎛
⎜⎝

0

0

1

⎞
⎟⎠と表される

ので，W (1) =

⎧⎪⎨
⎪⎩c1

⎛
⎜⎝

1

0

0

⎞
⎟⎠+ c2

⎛
⎜⎝

0

0

1

⎞
⎟⎠
∣∣∣∣∣∣∣ c1, c2 ∈ C

⎫⎪⎬
⎪⎭ である．次に，固有値 λ = i に対

する Aの固有空間W (i)を求める．(∗)において λ = iを代入し，x =

⎛
⎜⎝
x1

x2

x3

⎞
⎟⎠とすると，

(iE − A)

⎛
⎜⎝
x1

x2

x3

⎞
⎟⎠ = 0 である．すなわち，

⎛
⎜⎝
i− 1 −1 0

0 0 0

0 0 i− 1

⎞
⎟⎠
⎛
⎜⎝
x1

x2

x3

⎞
⎟⎠ =

⎛
⎜⎝

0

0

0

⎞
⎟⎠ であ

る．よって，(i− 1)x1 − x2 = 0，(i− 1)x3 = 0となり，c∈Cを任意の定数として，x1 = c

とおくと，解は x1 = c，x2 = (−1 + i)c，x3 = 0 である．したがって，x =

⎛
⎜⎝
x1

x2

x3

⎞
⎟⎠ =
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⎛
⎜⎝

c

(−1 + i)c

0

⎞
⎟⎠ = c

⎛
⎜⎝

1

−1 + i

0

⎞
⎟⎠ と表されるので，W (i) =

⎧⎪⎨
⎪⎩c
⎛
⎜⎝

1

−1 + i

0

⎞
⎟⎠
∣∣∣∣∣∣∣ c ∈ C

⎫⎪⎬
⎪⎭ で

ある．以上より，dim
(
W (1)

)
+ dim

(
W (i)

)
= 2 + 1 = 3となるので，定理 1.6より，A

は対角化可能である．

(2) (1)の計算より，P =

⎛
⎜⎝

1 0 1

0 0 −1 + i

0 1 0

⎞
⎟⎠とおくと，P は正則となるので，逆行列 P−1

が存在する．さらに，P−1AP =

⎛
⎜⎝

1 0 0

0 1 0

0 0 i

⎞
⎟⎠となり，Aは P によって対角化される．

解 1.5 (1) nに関する数学的帰納法により示す．n= 2のとき，A=

(
0 1

−a2 −a1

)
なの

で，φA(λ) = |λE −A| =
∣∣∣∣∣ λ −1

a2 λ+ a1

∣∣∣∣∣= λ(λ+ a1) − (−1) · a2 = λ2 + a1λ+ a2で

ある．よって，題意がなりたつ．n= k (k= 2, 3, 4, · · ·)のとき，題意がなりたつと仮定する．

n= k + 1とすると，φA(λ) = |λE − A| =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

λ −1 0 · · · 0 0

0 λ −1 · · · 0 0

...
...

...
. . .

...
...

0 0 0 · · · −1 0

0 0 0 · · · λ −1

ak+1 ak ak−1 · · · a2 λ+ a1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

= (−1)1+1λ

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

λ −1 · · · 0 0

...
...

. . .
...

...

0 0 · · · −1 0

0 0 · · · λ −1

ak ak−1 · · · a2 λ+ a1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
+ (−1)(k+1)+1ak+1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

−1 0 · · · 0 0

λ −1 · · · 0 0

...
...

. . .
...

...

0 0 · · · −1 0

0 0 · · · λ −1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
（ 第 1列に関する余因子展開）= λ(λk + a1λ

k−1 + a2λ
k−2 + · · · + ak−1λ+ ak) +

(−1)k+2ak+1 · (−1)k（ 帰納法の仮定）= λk+1 + a1λ
k + a2λ

k−1 + · · · + akλ +

ak+1 である．よって，n= k + 1のとき，題意がなりたつ．したがって，題意がなりたつ．

［ 次のページに続きます］
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(2) λ を A の固有値，x =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝

x1

x2

...

xn

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠ を固有値 λ に対する A の固有ベクトルとする．こ

のとき，Ax = λxより，x2 = λx1，x3 = λx2，· · ·，xn−1 = λxn−2，xn = λxn−1，

−anx1 − an−1x2 − an−2x3 − · · · − a2xn−1 − a1xn = λxnである．また，(1)より，

λn + a1λ
n−1 + a2λ

n−2 + · · · + an−1λ+ an = 0である．よって，c ∈ Cを任意の定数

として，x1 = cとおくと，x =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝

c

cλ

...

cλn−1

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠= c

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1

λ

...

λn−1

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠となり，固有値λに対するAの固

有空間の次元は1である．このこととAの固有方程式が2重解をもつことをあわせると，すべて

の固有空間の次元の和はnより小さい．したがって，定理 1.6より，Aは対角化可能ではない．

§ 2の問題解答

解 2.1 2次の上三角行列，下三角行列はそれぞれ

(
a b

0 c

)
，

(
a 0

b c

)
，3次の上三角行列，

下三角行列はそれぞれ

⎛
⎜⎝
a b c

0 d e

0 0 f

⎞
⎟⎠，
⎛
⎜⎝
a 0 0

b c 0

d e f

⎞
⎟⎠である．ただし，a, b, c, d, e, f ∈ C

である．

解 2.2 (1) Im f =
{
f(x)

∣∣x ∈ V }である．
(2) f(W ) ⊂W となること．

(3) x ∈W とすると，f(x) ∈ Im f ⊂W，すなわち，f(x) ∈W である．よって，W は f

の不変部分空間である．

解 2.3 (1) x ∈W (λ)とする．このとき，f(x) = λxである．さらに，f
(
g(x)

)
= (f ◦

g)(x) = (g ◦ f)(x) = g
(
f(x)

)
= g(λx) = λg(x)である．すなわち，f

(
g(x)

)
= λg(x)

となり，g(x) ∈W (λ)である．よって，W (λ)は gの不変部分空間である．

(2) y ∈ Im f とする．このとき，あるx ∈ V が存在し，y = f(x)となる．さらに，g(y) =

g
(
f(x)

)
= (g ◦ f)(x) = (f ◦ g)(x) = f

(
g(x)

)
である．すなわち，g(y) = f

(
g(x)

)
とな

り，g(y) ∈ Im f である．よって，Im f は gの不変部分空間である．
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解 2.4 (1) A2 =

⎛
⎜⎝

1 0 0

−1 2 4

0 0 2

⎞
⎟⎠
⎛
⎜⎝

1 0 0

−1 2 4

0 0 2

⎞
⎟⎠=

⎛
⎜⎝

1 0 0

−3 4 16

0 0 4

⎞
⎟⎠である．

(2)固有多項式は φA(λ) = |λE − A| =

∣∣∣∣∣∣∣
λ− 1 0 0

1 λ− 2 −4

0 0 λ− 2

∣∣∣∣∣∣∣= (λ− 1)(λ− 2)2

（ サラスの方法）= (λ− 1)
(
λ2 − 4λ+ 4

)
= λ3 − 5λ2 + 8λ− 4である．

(3) (2)およびケーリー –ハミルトンの定理（定理2.2）より，A3 − 5A2 + 8A− 4E =Oであ

る．よって，A5 − 5A4 + 8A3 − 5A2 +A=A2(A3 − 5A2 + 8A− 4E
)−A2 +A

(1)
=

A2O −

⎛
⎜⎝

1 0 0

−3 4 16

0 0 4

⎞
⎟⎠+

⎛
⎜⎝

1 0 0

−1 2 4

0 0 2

⎞
⎟⎠=

⎛
⎜⎝

0 0 0

2 −2 −12

0 0 −2

⎞
⎟⎠である．

解 2.5 定理2.1より，ある正則なP ∈Mn(C)が存在し，P−1AP =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝

λ1 ∗
λ2

. . .

0 λn

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠

と表される．さらに，k = 1, 2, · · · のとき，(P−1AP
)k = P−1AkP がなりたつことに

注意すると，P−1AkP =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝

λk
1 ∗

λk
2

. . .

0 λk
n

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠ と表される．よって，P

−1f(A)P =

f
(
P−1AP

)
=

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝

f(λ1) ∗
f(λ2)

. . .

0 f(λn)

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠と表される．したがって，f(A)の固有値

は f(λ1), f(λ2), · · · , f(λn)である．

解 2.6 (1) x ∈W とすると，W の定義より，

x = a0A
m

x0 + a1A
m−1

x0 + · · · + am−1Ax0 + amx0 (∗)

と表される．ただし，mは 0以上の整数であり，a0, a1, a2, · · · , am ∈ Cである．このと

き，Ax = a0A
m+1x0 + a1A

mx0 + · · · + am−1A
2x0 + amAx0となるので，Ax ∈W

である．よって，W はAの不変部分空間である．

(2) l0の定義より，x0, Ax0, · · · , Al0x0は1次従属である．よって，d1 = d2 = · · ·= dl0+1
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= 0ではないd1, d2, · · · , dl0+1 ∈Cが存在し，d1x0 + d2Ax0 + · · ·+ dl0+1A
l0x0 = 0

となる．ここで，dl0+1 = 0であると仮定すると，d1x0 + d2Ax0 + · · · + dl0A
l0−1x0 = 0

となる．さらに，x0, Ax0, · · · , Al0−1x0は 1次独立なので，d1 = d2 = · · · = dl0 = 0と

なり，これは矛盾である．したがって，dl0+1 �= 0となり，cj = − dj

dl0+1
(j = 1, 2, · · · , l0)

とおくと，あたえられた等式が得られる．

(3) (2)より，x0, Ax0, · · · , Al0−1x0 がW を生成することを示せばよい［ ［藤岡 1］

定義 15.1］．x ∈W とすると，W の定義より，xは (∗)のように表される．ここで，kを
k ≥ l0となる自然数とすると，(2)より，Akx0はx0, Ax0, · · · , Al0−1x0の 1次結合で

表される．よって，x ∈W は x0, Ax0, · · · , Al0−1x0 の 1次結合で表される．したがっ

て，x0, Ax0, · · · , Al0−1x0 はW を生成する．

§ 3の問題解答

解 3.1 2つの対角化可能な正方行列が同じ正則行列によって対角化されること．

解 3.2 (1) まず，A の固有多項式は φA(λ) = |λE − A| =

∣∣∣∣∣λ− 7 3

−18 λ+ 8

∣∣∣∣∣ = (λ −

7)(λ + 8) − 3 · (−18) = λ2 + λ − 2 = (λ − 1)(λ + 2) である．よって，固有方程式

φA(λ) = 0を解くと，Aの固有値λはλ= 1, −2である．したがって，Aは 2個の異なる固

有値λ= 1, −2をもつので，定理 1.5より，Aは対角化可能である．また，Bの固有多項式は

φB(μ) = |μE −B| =
∣∣∣∣∣μ− 7 2

−12 μ+ 3

∣∣∣∣∣= (μ− 7)(μ+ 3) − 2 · (−12) = μ2 − 4μ+ 3 =

(μ− 1)(μ− 3)である．よって，固有方程式φB(μ) = 0を解くと，Bの固有値μはμ= 1, 3

である．したがって，B は 2個の異なる固有値 μ = 1, 3をもつので，定理 1.5より，B は

対角化可能である．

(2)まず，AB =

(
7 −3

18 −8

)(
7 −2

12 −3

)
=

(
13 −5

30 −12

)
である．また，BA=

(
7 −2

12 −3

)(
7 −3

18 −8

)
=

(
13 −5

30 −12

)
である．よって，AB = BAとなり，(1)およ

び定理 3.3より，A, B は同時対角化可能である．

(3)まず，Ap1 =

(
7 −3

18 −8

)(
1

3

)
=

(
−2

−6

)
= −2p1 である．また，Bp1 =

(
7 −2

12 −3

)(
1

3

)
=

(
1

3

)
= p1である．よって，p1は固有値 λ= −2に対するAの固有
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ベクトルであり，かつ，固有値 μ = 1に対する B の固有ベクトルである．したがって，p1

はA, B の同時固有ベクトルである．

(4)まず，固有値λ= 1に対するAの固有ベクトルを求める．同次連立1次方程式 (λE −A)x

= 0において λ= 1を代入し，x =

(
x1

x2

)
とすると，(E −A)

(
x1

x2

)
= 0である．すなわ

ち，

(
−6 3

−18 9

)(
x1

x2

)
=

(
0

0

)
である．よって，−6x1 + 3x2 = 0，−18x1 + 9x2 = 0

となり，c ∈ Cを任意の定数として，x1 = cとおくと，解は x1 = c，x2 = 2cである．した

がって，x =

(
x1

x2

)
=

(
c

2c

)
= c

(
1

2

)
と表されるので，c= 1としたベクトルp2 =

(
1

2

)

は固有値 λ = 1に対するAの固有ベクトルである．ここで，Bp2 =

(
7 −2

12 −3

)(
1

2

)
=

(
3

6

)
= 3p2 である．すなわち，p2 は固有値 μ= 3に対するBの固有ベクトルである．以

上と (3)より，P =
(

p1 p2
)
=

(
1 1

3 2

)
とおくと，P は正則となるので，逆行列 P−1

が存在する．さらに，P−1AP =

(
−2 0

0 1

)
，P−1BP =

(
1 0

0 3

)
となり，A, B は P

によって同時対角化される．

解 3.3 (1) Aの対角化可能性 Aが上三角行列であることに注意すると，Aの固有値 λ

は対角成分の λ = 1, 2となる（1は 2重解）．まず，固有値 λ = 1に対する Aの固有空間

WA(1)を求める．同次連立 1次方程式

(λE − A)x = 0 (∗)

において λ= 1を代入し，x =

⎛
⎜⎝
x1

x2

x3

⎞
⎟⎠とすると，(E −A)

⎛
⎜⎝
x1

x2

x3

⎞
⎟⎠= 0である．すなわち，

⎛
⎜⎝

0 1 1

0 −1 −1

0 0 0

⎞
⎟⎠
⎛
⎜⎝
x1

x2

x3

⎞
⎟⎠=

⎛
⎜⎝

0

0

0

⎞
⎟⎠である．よって，x2 + x3 = 0，−x2 − x3 = 0となり，

c1, c2 ∈ Cを任意の定数として，x1 = c1，x2 = c2 とおくと，解は x1 = c1，x2 = c2，

x3 = −c2である．したがって，x =

⎛
⎜⎝
x1

x2

x3

⎞
⎟⎠=

⎛
⎜⎝

c1

c2

−c2

⎞
⎟⎠= c1

⎛
⎜⎝

1

0

0

⎞
⎟⎠+ c2

⎛
⎜⎝

0

1

−1

⎞
⎟⎠と表さ
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れるので，WA(1) =

⎧⎪⎨
⎪⎩c1

⎛
⎜⎝

1

0

0

⎞
⎟⎠+ c2

⎛
⎜⎝

0

1

−1

⎞
⎟⎠
∣∣∣∣∣∣∣ c1, c2 ∈ C

⎫⎪⎬
⎪⎭である．次に，固有値λ= 2

に対する A の固有空間WA(2) を求める．(∗) において λ = 2 を代入し，x =

⎛
⎜⎝
x1

x2

x3

⎞
⎟⎠ と

すると，(2E − A)

⎛
⎜⎝
x1

x2

x3

⎞
⎟⎠ = 0である．すなわち，

⎛
⎜⎝

1 1 1

0 0 −1

0 0 1

⎞
⎟⎠
⎛
⎜⎝
x1

x2

x3

⎞
⎟⎠ =

⎛
⎜⎝

0

0

0

⎞
⎟⎠であ

る．よって，x1 + x2 + x3 = 0，−x3 = 0，x3 = 0となり，c ∈ Cを任意の定数として，

x1 = c とおくと，解は x1 = c，x2 = −c，x3 = 0 である．したがって，x =

⎛
⎜⎝
x1

x2

x3

⎞
⎟⎠ =

⎛
⎜⎝

c

−c
0

⎞
⎟⎠= c

⎛
⎜⎝

1

−1

0

⎞
⎟⎠と表されるので，WA(2) =

⎧⎪⎨
⎪⎩c
⎛
⎜⎝

1

−1

0

⎞
⎟⎠
∣∣∣∣∣∣∣ c ∈ C

⎫⎪⎬
⎪⎭である．以上より，

dim
(
WA(1)

)
+ dim

(
WA(2)

)
= 2 + 1 = 3となるので，定理1.6より，Aは対角化可能である．

B の対角化可能性 Bが下三角行列であることに注意すると，Bの固有値 μは対角成分の

μ= 1, 2となる（2は 2重解）．まず，固有値 μ= 1に対するBの固有空間WB(1)を求め

る．同次連立 1次方程式

(μE − B)x = 0 (∗∗)

において μ= 1を代入し，x =

⎛
⎜⎝
x1

x2

x3

⎞
⎟⎠とすると，(E −B)

⎛
⎜⎝
x1

x2

x3

⎞
⎟⎠= 0である．すなわち，

⎛
⎜⎝

−1 0 0

1 0 0

−1 −1 −1

⎞
⎟⎠
⎛
⎜⎝
x1

x2

x3

⎞
⎟⎠=

⎛
⎜⎝

0

0

0

⎞
⎟⎠である．よって，−x1 = 0，x1 = 0，−x1 − x2 − x3 =

0となり，c ∈ Cを任意の定数として，x2 = cとおくと，解は x1 = 0，x2 = c，x3 = −c

である．したがって，x =

⎛
⎜⎝
x1

x2

x3

⎞
⎟⎠ =

⎛
⎜⎝

0

c

−c

⎞
⎟⎠ = c

⎛
⎜⎝

0

1

−1

⎞
⎟⎠ と表されるので，WB(1) =

⎧⎪⎨
⎪⎩c
⎛
⎜⎝

0

1

−1

⎞
⎟⎠
∣∣∣∣∣∣∣ c ∈ C

⎫⎪⎬
⎪⎭である．次に，固有値 μ= 2に対するB の固有空間WB(2)を求め
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る．(∗∗)においてμ= 2を代入し，x =

⎛
⎜⎝
x1

x2

x3

⎞
⎟⎠とすると，(2E −B)

⎛
⎜⎝
x1

x2

x3

⎞
⎟⎠= 0である．す

なわち，

⎛
⎜⎝

0 0 0

1 1 0

−1 −1 0

⎞
⎟⎠
⎛
⎜⎝
x1

x2

x3

⎞
⎟⎠=

⎛
⎜⎝

0

0

0

⎞
⎟⎠である．よって，x1 + x2 = 0，−x1 − x2 = 0

となり，c1, c2 ∈ C を任意の定数として，x1 = c1，x3 = c2 とおくと，解は x1 = c1，

x2 =−c1，x3 = c2である．したがって，x =

⎛
⎜⎝
x1

x2

x3

⎞
⎟⎠=

⎛
⎜⎝

c1

−c1
c2

⎞
⎟⎠= c1

⎛
⎜⎝

1

−1

0

⎞
⎟⎠+ c2

⎛
⎜⎝

0

0

1

⎞
⎟⎠

と表されるので，WB(2) =

⎧⎪⎨
⎪⎩c1

⎛
⎜⎝

1

−1

0

⎞
⎟⎠+ c2

⎛
⎜⎝

0

0

1

⎞
⎟⎠
∣∣∣∣∣∣∣ c1, c2 ∈ C

⎫⎪⎬
⎪⎭ である．以上より，

dim
(
WB(1)

)
+ dim

(
WB(2)

)
= 1 + 2 = 3となるので，定理 1.6より，Bは対角化可能で

ある．

(2) まず，AB =

⎛
⎜⎝

1 −1 −1

0 2 1

0 0 1

⎞
⎟⎠
⎛
⎜⎝

2 0 0

−1 1 0

1 1 2

⎞
⎟⎠ =

⎛
⎜⎝

2 −2 −2

−1 3 2

1 1 2

⎞
⎟⎠ である．また，

BA=

⎛
⎜⎝

2 0 0

−1 1 0

1 1 2

⎞
⎟⎠
⎛
⎜⎝

1 −1 −1

0 2 1

0 0 1

⎞
⎟⎠=

⎛
⎜⎝

2 −2 −2

−1 3 2

1 1 2

⎞
⎟⎠である．よって，AB =BA

となり，(1)および定理 3.3より，A, B は同時対角化可能である．

(3)まず，|Q| = 1 · 1 · 1（ サラスの方法）= 1 �= 0なので，Qは正則である．また，(1)

の計算より，Qの第 1列，第 2列は固有値 λ= 1に対するAの固有ベクトル，Qの第 3列

は固有値 λ= 2に対するAの固有ベクトルである．よって，Q−1AQ=

⎛
⎜⎝

1 0 0

0 1 0

0 0 2

⎞
⎟⎠であ

る．さらに，BQ=

⎛
⎜⎝

2 0 0

−1 1 0

1 1 2

⎞
⎟⎠
⎛
⎜⎝

0 1 −1

−1 0 1

1 0 0

⎞
⎟⎠=

⎛
⎜⎝

0 2 −2

−1 −1 2

1 1 0

⎞
⎟⎠［ (3.14)］

=

⎛
⎜⎝

0 1 −1

−1 0 1

1 0 0

⎞
⎟⎠
⎛
⎜⎝

1 1 0

0 2 0

0 0 2

⎞
⎟⎠=Q

⎛
⎜⎝

1 1 0

0 2 0

0 0 2

⎞
⎟⎠である．すなわち，BQ=Q

⎛
⎜⎝

1 1 0

0 2 0

0 0 2

⎞
⎟⎠
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である．したがって，Q−1BQ=

⎛
⎜⎝

1 1 0

0 2 0

0 0 2

⎞
⎟⎠である．

(4)ブロックに分割して計算する．まず，

(
1 1

0 1

)−1 (
1 1

0 2

)(
1 1

0 1

)
=

(
1 −1

0 1

)(
1 1

0 2

)(
1 1

0 1

)
=

(
1 −1

0 1

)(
1 2

0 2

)
=

(
1 0

0 2

)
である．よって，(3)よ

り，R−1(Q−1BQ
)
R =

⎛
⎜⎝

1 −1 0

0 1 0

0 0 1

⎞
⎟⎠
⎛
⎜⎝

1 1 0

0 2 0

0 0 2

⎞
⎟⎠
⎛
⎜⎝

1 1 0

0 1 0

0 0 1

⎞
⎟⎠ =

⎛
⎜⎝

1 0 0

0 2 0

0 0 2

⎞
⎟⎠ であ

る．

(5)定理 3.3の証明より，P =QRとおけばよい．(3), (4)より，P =QR =⎛
⎜⎝

0 1 −1

−1 0 1

1 0 0

⎞
⎟⎠
⎛
⎜⎝

1 1 0

0 1 0

0 0 1

⎞
⎟⎠=

⎛
⎜⎝

0 1 −1

−1 −1 1

1 1 0

⎞
⎟⎠である．このとき，P−1AP =

⎛
⎜⎝

1 0 0

0 1 0

0 0 2

⎞
⎟⎠，Q−1BQ=

⎛
⎜⎝

1 0 0

0 2 0

0 0 2

⎞
⎟⎠となり，A, B は P によって同時対角化される．

§ 4の問題解答

解 4.1 (1) Aはスカラー行列ではない 2次の正方行列なので，Aの固有値が 1個のみである

ことを示せばよい．まず，Aの固有多項式はφA(λ) = |λE −A| =
∣∣∣∣∣λ− 1 −1

4 λ− 5

∣∣∣∣∣= (λ−

1)(λ− 5) − (−1) · 4 = λ2 − 6λ+ 9 = (λ− 3)2である．よって，固有方程式φA(λ) = 0

を解くと，Aの固有値 λは λ= 3（2重解）である．したがって，Aは 1個の固有値 λ= 3

のみをもち，対角化可能ではない．

(2)まず，固有値λ= 3に対するAの固有ベクトルを求める．同次連立1次方程式(λE−A)x =

0において λ= 3を代入し，x =

(
x1

x2

)
とすると，(3E −A)

(
x1

x2

)
= 0である．すなわ

ち，

(
2 −1

4 −2

)(
x1

x2

)
=

(
0

0

)
である．よって，2x1 − x2 = 0，4x1 − 2x2 = 0となり，

c ∈ Cを任意の定数として，x1 = cとおくと，解は x1 = c，x2 = 2cである．したがって，
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x =

(
x1

x2

)
=

(
c

2c

)
= c

(
1

2

)
と表されるので，c = 1としたベクトル b =

(
1

2

)
は固有

値 λ= 3に対するAの固有ベクトルである．次に，連立 1次方程式 (A− 3E)x = bにおい

て b =

(
1

2

)
を代入し，x =

(
x1

x2

)
とすると，

(
−2 1

−4 2

)(
x1

x2

)
=

(
1

2

)
である．この

方程式の拡大係数行列
(
A − 3E | b )の行に関する基本変形を行うと，( A − 3E

∣∣ b ) =(
−2 1 1

−4 2 2

)
第 2行−第 1行×2−→

(
−2 1 1

0 0 0

)
となる．よって，方程式に戻すと，−2x1

+ x2 = 1である．したがって，c ∈ Cを任意の定数として，x1 = cとおくと，解は x1 = c，

x2 = 2c+ 1である．すなわち，x =

(
x1

x2

)
=

(
c

2c+ 1

)
と表されるので，c= 1としたベク

トルx1 =

(
1

3

)
は解である．以上より，P =

(
(A− 3E)x1 x1

)
=
(

b x1
)
=

(
1 1

2 3

)

とおくと，P は正則となるので，逆行列P−1が存在する．さらに，P−1AP =

(
3 1

0 3

)
と

なり，Aのジョルダン標準形が得られる．

解 4.2 (1)まず，固有値 λ= 1に対するAの固有空間W (1)を求める．同次連立 1次方

程式

(λE − A)x = 0 (∗)

において λ= 1を代入し，x =

⎛
⎜⎝
x1

x2

x3

⎞
⎟⎠とすると，(E −A)

⎛
⎜⎝
x1

x2

x3

⎞
⎟⎠= 0である．すなわち，

⎛
⎜⎝

0 0 0

1 −1 −4

0 0 −1

⎞
⎟⎠
⎛
⎜⎝
x1

x2

x3

⎞
⎟⎠=

⎛
⎜⎝

0

0

0

⎞
⎟⎠である．よって，x1 − x2 − 4x3 = 0，−x3 = 0となり，

c∈Cを任意の定数として，x1 = cとおくと，解はx1 = c，x2 = c，x3 = 0である．したがっ

て，x =

⎛
⎜⎝
x1

x2

x3

⎞
⎟⎠ =

⎛
⎜⎝
c

c

0

⎞
⎟⎠ = c

⎛
⎜⎝

1

1

0

⎞
⎟⎠と表されるので，W (1) =

⎧⎪⎨
⎪⎩c
⎛
⎜⎝

1

1

0

⎞
⎟⎠
∣∣∣∣∣∣∣ c ∈ C

⎫⎪⎬
⎪⎭であ

る．次に，固有値λ= 2に対するAの固有空間W (2)を求める．(∗)においてλ= 2を代入し，

x =

⎛
⎜⎝
x1

x2

x3

⎞
⎟⎠とすると，(2E −A)

⎛
⎜⎝
x1

x2

x3

⎞
⎟⎠= 0である．すなわち，

⎛
⎜⎝

1 0 0

1 0 −4

0 0 0

⎞
⎟⎠
⎛
⎜⎝
x1

x2

x3

⎞
⎟⎠=
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⎛
⎜⎝

0

0

0

⎞
⎟⎠である．よって，x1 = 0，x1 − 4x3 = 0となり，c∈Cを任意の定数として，x2 = cとお

くと，解はx1 = 0，x2 = c，x3 = 0である．したがって，x =

⎛
⎜⎝
x1

x2

x3

⎞
⎟⎠=

⎛
⎜⎝

0

c

0

⎞
⎟⎠= c

⎛
⎜⎝

0

1

0

⎞
⎟⎠と表

されるので，W (2) =

⎧⎪⎨
⎪⎩c
⎛
⎜⎝

0

1

0

⎞
⎟⎠
∣∣∣∣∣∣∣ c ∈ C

⎫⎪⎬
⎪⎭である．以上より，dim

(
W (1)

)
+ dim

(
W (2)

)
=

1 + 1 = 2 �= 3となるので，定理 1.6より，Aは対角化可能ではない．

(2)まず，(A − 2E)2 =

⎛
⎜⎝

−1 0 0

−1 0 4

0 0 0

⎞
⎟⎠
⎛
⎜⎝

−1 0 0

−1 0 4

0 0 0

⎞
⎟⎠ =

⎛
⎜⎝

1 0 0

1 0 0

0 0 0

⎞
⎟⎠である．よって，

x ∈ C3，(A − 2E)2x = 0とすると［ (4.40)］，xは c1, c2 ∈ Cを任意の定数として，

x =

⎛
⎜⎝

0

c1

c2

⎞
⎟⎠ = c1

⎛
⎜⎝

0

1

0

⎞
⎟⎠ + c2

⎛
⎜⎝

0

0

1

⎞
⎟⎠と表される．ここで，(1)より，

⎛
⎜⎝

0

1

0

⎞
⎟⎠ ∈W (2)であ

ることに注意し，x1 =

⎛
⎜⎝

0

0

1

⎞
⎟⎠とおく［ (4.39)］．このとき，(A− 2E)x1 =

⎛
⎜⎝

−1 0 0

−1 0 4

0 0 0

⎞
⎟⎠
⎛
⎜⎝

0

0

1

⎞
⎟⎠=

⎛
⎜⎝

0

4

0

⎞
⎟⎠である．また，(1)より，x2 =

⎛
⎜⎝

1

1

0

⎞
⎟⎠とおくと，x2 ∈W (1)

である．したがって，P =
(

(A− 2E)x1 x1 x2
)
=

⎛
⎜⎝

0 0 1

4 0 1

0 1 0

⎞
⎟⎠とおくと，P は正則

となるので，逆行列 P−1が存在する．さらに，P−1AP =

⎛
⎜⎝

2 1 0

0 2 0

0 0 1

⎞
⎟⎠となり，Aのジョ

ルダン標準形が得られる．

解 4.3 (1) 1© (A− λE)2，2© ケーリー –ハミルトン，3©W (λ)，4© O，5©

⎛
⎜⎝

0 1 0

0 0 0

0 0 0

⎞
⎟⎠

（ (A− λE)P =
(

(A− λE)2x1 (A− λE)x1 (A− λE)x2
)

［ 式変形とスペースの関係上，次のページに続きます］
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x2∈W (λ)
=

(
0 (A− λE)x1 0

)
=
(

(A− λE)x1 x1 x2
)⎛⎜⎝

0 1 0

0 0 0

0 0 0

⎞
⎟⎠=

P

⎛
⎜⎝

0 1 0

0 0 0

0 0 0

⎞
⎟⎠）

(2) dim
(
W (λ)

)
= 1より，W (λ)の基底 {y3}が存在する．さらに，y1, y2 ∈ C3 \W (λ)

を {y1, y2, y3}がC3 の基底となるように選んでおく．ここで，(A − λE)2y1 = (A −
λE)2y2 = 0 であると仮定する．このとき，(A − λE)y1, (A − λE)y2 ∈ W (λ) であ

り，dim
(
W (λ)

)
= 1 なので，(c1, c2) �= (0, 0) となる c1, c2 ∈ C が存在し，c1(A −

λE)y1 + c2(A − λE)y2 = 0 となる．すなわち，(A − λE)(c1y1 + c2y2) = 0 であ

る．よって，c1y1 + c2y2 ∈W (λ)となり，{y3}はW (λ)の基底なので，ある c ∈ Cが

存在し，c1y1 + c2y2 = cy3 となる．さらに，{y1, y2, y3}はC3 の基底なので，c1 =

c2 = c = 0 となる．これは (c1, c2) �= (0, 0) であることに矛盾する．したがって，(A −
λE)2y1 �= 0 または (A − λE)2y2 �= 0 である．そこで，(A − λE)2y1 �= 0 のとき，

x1 = y1 とおき，(A − λE)2y1 = 0 のとき，x1 = y2 とおくと，x1 ∈ C3 \ W (λ)，

(A− λE)2x1 �= 0である．次に，(A− λE)2x1, (A− λE)x1, x1 の 1次関係 c1(A−
λE)2x1 + c2(A − λE)x1 + c3x1 = 0 (c1, c2, c3 ∈ C) を考える．この式の両辺に左

から (A− λE)2をかけると，ケーリー –ハミルトンの定理（定理 2.2）より，(A− λE)3 =O

なので，c3(A − λE)2x1 = 0 である．さらに，(A − λE)2x1 �= 0 なので，c3 = 0 で

ある．よって，c1(A − λE)2x1 + c2(A − λE)x1 = 0 である．この式の両辺に左から

A − λE をかけると，ケーリー –ハミルトンの定理（定理 2.2）より，(A − λE)3 = Oな

ので，c2(A − λE)2x1 = 0 である．さらに，(A − λE)2x1 �= 0 なので，c2 = 0 であ

る．したがって，c1(A − λE)2x1 = 0 となり，(A − λE)2x1 �= 0 なので，c1 = 0 で

ある．以上より，(A − λE)2x1, (A − λE)x1, x1 は 1 次独立である．このとき，P =(
(A− λE)2x1 (A− λE)x1 x1

)
とおくと，P は正則であり，(A− λE)P =

(
(A−

λE)3x1 (A − λE)2x1 (A − λE)x1
)

=
(

0 (A − λE)2x1 (A − λE)x1
)

=

(
(A − λE)2x1 (A − λE)x1 x1

)⎛⎜⎝
0 1 0

0 0 1

0 0 0

⎞
⎟⎠ = P

⎛
⎜⎝

0 1 0

0 0 1

0 0 0

⎞
⎟⎠，すなわち，

P−1(A− λE)P =

⎛
⎜⎝

0 1 0

0 0 1

0 0 0

⎞
⎟⎠である．これは (4.49)と同値である．

解 4.4 (1)と (2)のAは 1個の固有値 λ= 1（3重解）のみをもつ．
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(1)まず，固有値 λ= 1に対するAの固有空間W (1)を求める．同次連立 1次方程式

(λE − A)x = 0において λ= 1を代入し，x =

⎛
⎜⎝
x1

x2

x3

⎞
⎟⎠とすると，(E − A)

⎛
⎜⎝
x1

x2

x3

⎞
⎟⎠= 0

である．すなわち，

⎛
⎜⎝

0 0 −2

0 0 0

0 0 0

⎞
⎟⎠
⎛
⎜⎝
x1

x2

x3

⎞
⎟⎠ =

⎛
⎜⎝

0

0

0

⎞
⎟⎠ である．よって，−2x3 = 0 となり，

c1, c2 ∈Cを任意の定数として，x1 = c1，x2 = c2とおくと，解はx1 = c1，x2 = c2，x3 = 0で

ある．したがって，x =

⎛
⎜⎝
x1

x2

x3

⎞
⎟⎠=

⎛
⎜⎝
c1

c2

0

⎞
⎟⎠= c1

⎛
⎜⎝

1

0

0

⎞
⎟⎠+ c2

⎛
⎜⎝

0

1

0

⎞
⎟⎠と表されるので，W (1) =

⎧⎪⎨
⎪⎩c1

⎛
⎜⎝

1

0

0

⎞
⎟⎠+ c2

⎛
⎜⎝

0

1

0

⎞
⎟⎠
∣∣∣∣∣∣∣ c1, c2 ∈ C

⎫⎪⎬
⎪⎭ である．また，dim

(
W (1)

)
= 2 である．とくに，

ベクトル b =

⎛
⎜⎝

2

0

0

⎞
⎟⎠は固有値λ= 1に対するAの固有ベクトルである．次に，連立 1次方程式

(A−E)x = bにおいて b =

⎛
⎜⎝

2

0

0

⎞
⎟⎠を代入し，x =

⎛
⎜⎝
x1

x2

x3

⎞
⎟⎠とすると，

⎛
⎜⎝

0 0 2

0 0 0

0 0 0

⎞
⎟⎠
⎛
⎜⎝
x1

x2

x3

⎞
⎟⎠

=

⎛
⎜⎝

2

0

0

⎞
⎟⎠である．すなわち，2x3 = 2より，x3 = 1である．とくに，ベクトルx1 =

⎛
⎜⎝

0

0

1

⎞
⎟⎠は

x1 /∈W (1)となる解である．また，x2 =

⎛
⎜⎝

0

1

0

⎞
⎟⎠とおくと，x2 ∈W (1)であり，b, x2は 1

次独立である．以上より，P =
(

(A−E)x1 x1 x2
)
=
(

b x1 x2
)
=

⎛
⎜⎝

2 0 0

0 0 1

0 1 0

⎞
⎟⎠

とおくと，P は正則となるので，逆行列P−1が存在する．さらに，P−1AP =

⎛
⎜⎝

1 1 0

0 1 0

0 0 1

⎞
⎟⎠

となり，Aのジョルダン標準形が得られる．

(2) まず，固有値 λ = 1 に対する A の固有空間 W (1) を求める．同次連立 1 次方程式
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(λE − A)x = 0において λ= 1を代入し，x =

⎛
⎜⎝
x1

x2

x3

⎞
⎟⎠とすると，(E − A)

⎛
⎜⎝
x1

x2

x3

⎞
⎟⎠= 0

である．すなわち，

⎛
⎜⎝

0 −2 −3

0 0 −2

0 0 0

⎞
⎟⎠
⎛
⎜⎝
x1

x2

x3

⎞
⎟⎠=

⎛
⎜⎝

0

0

0

⎞
⎟⎠である．よって，−2x2 − 3x3 = 0，

−2x3 = 0となり，c ∈ Cを任意の定数として，x1 = cとおくと，解は x1 = c，x2 = 0，

x3 = 0 である．したがって，x =

⎛
⎜⎝
x1

x2

x3

⎞
⎟⎠ =

⎛
⎜⎝
c

0

0

⎞
⎟⎠ = c

⎛
⎜⎝

1

0

0

⎞
⎟⎠と表されるので，W (1) =

⎧⎪⎨
⎪⎩c
⎛
⎜⎝

1

0

0

⎞
⎟⎠
∣∣∣∣∣∣∣ c ∈ C

⎫⎪⎬
⎪⎭である．また，dim

(
W (1)

)
= 1である．とくに，ベクトルb =

⎛
⎜⎝

4

0

0

⎞
⎟⎠は

固有値λ= 1に対するAの固有ベクトルである．次に，(A−E)2 =

⎛
⎜⎝

0 2 3

0 0 2

0 0 0

⎞
⎟⎠
⎛
⎜⎝

0 2 3

0 0 2

0 0 0

⎞
⎟⎠

=

⎛
⎜⎝

0 0 4

0 0 0

0 0 0

⎞
⎟⎠ である．連立 1 次方程式 (A − E)2x = b において b =

⎛
⎜⎝

4

0

0

⎞
⎟⎠ を代入し，

x =

⎛
⎜⎝
x1

x2

x3

⎞
⎟⎠ とすると，

⎛
⎜⎝

0 0 4

0 0 0

0 0 0

⎞
⎟⎠
⎛
⎜⎝
x1

x2

x3

⎞
⎟⎠ =

⎛
⎜⎝

4

0

0

⎞
⎟⎠ である．すなわち，4x3 = 4 よ

り，x3 = 1である．とくに，ベクトル x1 =

⎛
⎜⎝

0

0

1

⎞
⎟⎠は x1 /∈W (1)となる解である．また，

(A− E)x1 =

⎛
⎜⎝

0 2 3

0 0 2

0 0 0

⎞
⎟⎠
⎛
⎜⎝

0

0

1

⎞
⎟⎠=

⎛
⎜⎝

3

2

0

⎞
⎟⎠である．以上より，

P =
(

(A− E)2x1 (A− E)x1 x1
)
=

⎛
⎜⎝

4 3 0

0 2 0

0 0 1

⎞
⎟⎠とおくと，P は正則となるので，

逆行列 P−1が存在する．さらに，P−1AP =

⎛
⎜⎝

1 1 0

0 1 1

0 0 1

⎞
⎟⎠となり，Aのジョルダン標準形

が得られる．
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§ 5の問題解答

解 5.1 (1) W1 + · · · + Wm =
{
x1 + · · · + xm

∣∣x1 ∈W1, · · · , xm ∈Wm

}
で

ある．

(2) x ∈W1 + · · · +Wmより，あるx1 ∈W1，· · ·，xm ∈Wmが存在し，x = x1 + · · ·
+ xm となる．さらに，j = 1, · · · ,mに対して，Wj は V の部分空間なので，cxj ∈Wj

である．よって，cx = c(x1 + · · · + xm) = cx1 + · · · + cxm ∈W1 + · · · +Wm，す

なわち，cx ∈W1 + · · · +Wm である．

解 5.2 x ∈W1 + · · ·+Wmがx = x1 + · · ·+ xm = y1 + · · ·+ ym (x1, y1 ∈W1，

· · ·，xm, ym ∈Wm)と表されるとする．このとき，W1, · · · , WmはV の部分空間なので，

(x1 − y1) + · · · + (xm−1 − ym−1) = ym − xm ∈ (W1 + · · · +Wm−1) ∩Wmとな

る．ここで，定理 5.2の (4)において，j =mとすると，ym − xm = 0となり，xm = ym

である．よって，x1 + · · · + xm−1 = y1 + · · · + ym−1である．このとき，(x1 − y1) +

· · · + (xm−2 − ym−2) = ym−1 − xm−1 ∈ (W1 + · · · + Wm−2) ∩Wm−1 となる．

ここで，定理 5.2 の (4) において，j = m − 1 とすると，ym−1 − xm−1 = 0 となり，

xm−1 = ym−1 である．以下，同様の操作を行うと，x1 = y1，· · ·，xm = ym となり，

直和の定義（定義 5.1）より，定理 5.2の (1)がなりたつ．

解 5.3 (1)任意のx ∈W1 + · · · +Wmがx = x1 + · · · + xm (x1 ∈W1，· · ·，xm ∈
Wm)と一意的に表されるとき，W1 + · · · +Wm =W1 ⊕ · · · ⊕Wmと表し，W1 + · · · +
Wm はW1, · · · , Wm の直和であるという．

(2) jに関する数学的帰納法により示す．j = 1のとき，(5.37)がなりたつことは明らかであ

る．j = k (k= 1, · · · , r− 1)のとき，(5.37)がなりたつと仮定する．x1 ∈W (λ1) \ {0}，
· · ·，xk+1 ∈W (λk+1) \ {0}が 1次関係

c1x1 + · · · + ck+1xk+1 = 0 (c1, · · · , ck+1 ∈ C) (∗)

をみたすとする．(∗)の両辺に左からAをかけると，固有空間の定義 (1.21)より，

c1λ1x1 + · · · + ck+1λk+1xk+1 = 0 (∗∗)

となる．(∗∗)−(∗)×λk+1より，c1(λ1 − λk+1)x1 + · · · + ck(λk − λk+1)xk = 0であ

る．ここで，帰納法の仮定と定理 5.2の (1) ⇔ (3)より，c1(λ1 − λk+1) = · · · = ck(λk −
λk+1) = 0となる．さらに，λ1, · · · , λk は λk+1 と異なるので，c1 = · · · = ck = 0であ

る．これらを (∗)に代入すると，ck+1xk+1 = 0である．さらに，xk+1 �= 0より，ck+1 = 0

となる．よって，(∗)は自明な 1次関係となり，x1, · · · ,xk+1は 1次独立である．したがっ

て，定理 5.2の (1) ⇔ (3)より，j = k + 1のとき，(5.37)がなりたつ．以上より，任意の
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j = 1, · · · , rに対して，(5.37)がなりたつ．

§ 6の問題解答

解 6.1 1© 0， 2© 〈x1, x2, · · · , xdk
〉C， 3© 0， 4© 1次独立

解 6.2 (1)例 6.2より，(A2)3 =Oとなり，A2 はべき零行列である．よって，A6 =O

となり，Aはべき零行列である．

(2) (1)および定理 6.2より，A3 = O である．よって，A4 = A3 · A = O となる．ここ

で，A4 =
(
A2)2 =

⎛
⎜⎝

0 a b

0 0 c

0 0 0

⎞
⎟⎠

2

=

⎛
⎜⎝

0 0 ac

0 0 0

0 0 0

⎞
⎟⎠である．よって，ac = 0，すなわち，

a= 0または c= 0である．

(3)まず，A2 =

⎛
⎜⎝
p q r

p s t

0 0 0

⎞
⎟⎠

2

=

⎛
⎜⎝
p(p+ q) q(p+ s) pr + qt

p(p+ s) pq + s2 pr + st

0 0 0

⎞
⎟⎠である．これをA2 =

⎛
⎜⎝

0 a b

0 0 c

0 0 0

⎞
⎟⎠と比較すると，

p(p+ q) = 0, p(p+ s) = 0, pq + s
2

= 0 (∗)

である．(∗)の第 1式より，p= 0または「p �= 0，p+ q = 0」である．p= 0のとき，(∗)
の第 2式がなりたつ．また，(∗)の第 3式より，s = 0である．p �= 0，p + q = 0のとき，

q = −pである．また，(∗)の第 2式より，s= −pである．このとき，(∗)の第 3式がなり

たつ．よって，Aの成分がみたす条件は p= s= 0または q = s= −p �= 0である．

解 6.3 (1) NP =N
(
Nx1 x1

)
=
(
N2x1 Nx1

)
=
(
Ox1 Nx1

)
=
(
0 Nx1

)
=
(
Nx1 x1

) ( 0 1

0 0

)
= P

(
0 1

0 0

)
である．よって，P−1NP =

(
0 1

0 0

)
である．

(2) NP = N
(
Nx1 x1 x2

)
=
(
N2x1 Nx1 Nx2

)
=
(
Ox1 Nx1 0

)
=

(
0 Nx1 0

)
=
(
Nx1 x1 x2

)⎛⎜⎝
0 1 0

0 0 0

0 0 0

⎞
⎟⎠ = P

⎛
⎜⎝

0 1 0

0 0 0

0 0 0

⎞
⎟⎠ である．よって，

P−1NP =

⎛
⎜⎝

0 1 0

0 0 0

0 0 0

⎞
⎟⎠である．
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(3) NP =N
(
N2x1 Nx1 x1

)
=
(
N3x1 N2x1 Nx1

)
=
(
Ox1 N2x1 Nx1

)

=
(
0 N2x1 Nx1

)
=
(
N2x1 Nx1 x1

)⎛⎜⎝
0 1 0

0 0 1

0 0 0

⎞
⎟⎠= P

⎛
⎜⎝

0 1 0

0 0 1

0 0 0

⎞
⎟⎠である．

よって，P−1NP =

⎛
⎜⎝

0 1 0

0 0 1

0 0 0

⎞
⎟⎠である．

解 6.4 定理 6.3の証明と同じ記号を用いる．また，W0 = {0}と約束する．
定理 6.3の証明（ステップ 3）において，l = dj+1 + 1, · · · , dj なので，J(0; j)の個数は

dj − dj+1
(6.16)

= (dimWj − dimWj−1) − (dimWj+1 − dimWj) = 2 dimWj −
dimWj−1 − dimWj+1

(6.14)
= 2(n − rankNj) − (n − rankNj−1) − (n −

rankNj+1) = rankNj−1 + rankNj+1 − 2 rankNj である．

§ 7の問題解答

解 7.1 (1) W̃ (λ) =
{
x ∈ Cn

∣∣ある自然数 j に対して，(A− λE)jx = 0
}
である．

(2) A− λE =

(
0 1

0 0

)
であり，さらに，j = 2, 3, · · ·とすると，(A− λE)j =Oとな

る．よって，W̃ (λ) = C2 となる．

解 7.2 (1) 1©

⎛
⎜⎝

0 0 0

−1 1 4

0 0 1

⎞
⎟⎠， 2©

⎛
⎜⎝

0 0 0

−1 1 8

0 0 1

⎞
⎟⎠， 3©

⎛
⎜⎝

0 0 0

−1 1 12

0 0 1

⎞
⎟⎠，

4©

⎛
⎜⎝

0 0 0

−1 1 4j

0 0 1

⎞
⎟⎠，5© c（ 同次連立 1次方程式 (A−E)jx = 0において，x =

⎛
⎜⎝
x1

x2

x3

⎞
⎟⎠

とすると，

⎛
⎜⎝

0 0 0

−1 1 4j

0 0 1

⎞
⎟⎠
⎛
⎜⎝
x1

x2

x3

⎞
⎟⎠ =

⎛
⎜⎝

0

0

0

⎞
⎟⎠より，−x1 + x2 + 4jx3 = 0，x3 = 0とな

る．よって，c ∈ Cを任意の定数として，x1 = cとおくと，解は x1 = c，x2 = c，x3 = 0

である）， 6© 0， 7©

⎛
⎜⎝

1

1

0

⎞
⎟⎠

［ 次のページに続きます］
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(2)まず，A− 2E =

⎛
⎜⎝

−1 0 0

−1 0 4

0 0 0

⎞
⎟⎠である．よって，(A− 2E)2 =

⎛
⎜⎝

−1 0 0

−1 0 4

0 0 0

⎞
⎟⎠
⎛
⎜⎝

−1 0 0

−1 0 4

0 0 0

⎞
⎟⎠=

⎛
⎜⎝

1 0 0

1 0 0

0 0 0

⎞
⎟⎠である．さらに，(A− 2E)3 = (A− 2E)2

(A− 2E) =

⎛
⎜⎝

1 0 0

1 0 0

0 0 0

⎞
⎟⎠
⎛
⎜⎝

−1 0 0

−1 0 4

0 0 0

⎞
⎟⎠=

⎛
⎜⎝

−1 0 0

−1 0 0

0 0 0

⎞
⎟⎠= −(A− 2E)2である．した

がって，j= 2, 3, 4, · · · とすると，(A− 2E)j = (−1)j

⎛
⎜⎝

1 0 0

1 0 0

0 0 0

⎞
⎟⎠である．ここで，同次連

立1次方程式 (A− 2E)jx = 0において，x =

⎛
⎜⎝
x1

x2

x3

⎞
⎟⎠とすると，(−1)j

⎛
⎜⎝

1 0 0

1 0 0

0 0 0

⎞
⎟⎠
⎛
⎜⎝
x1

x2

x3

⎞
⎟⎠

=

⎛
⎜⎝

0

0

0

⎞
⎟⎠ より，x1 = 0 となり，c1, c2 ∈ C を任意の定数として，x2 = c1，x3 = c2 と

おくと，解は x1 = 0，x2 = c1，x3 = c2 である．以上より，x =

⎛
⎜⎝
x1

x2

x3

⎞
⎟⎠ =

⎛
⎜⎝

0

c1

c2

⎞
⎟⎠ =

c1

⎛
⎜⎝

0

1

0

⎞
⎟⎠+ c2

⎛
⎜⎝

0

0

1

⎞
⎟⎠となり，W̃ (2) =

⎧⎪⎨
⎪⎩c1

⎛
⎜⎝

0

1

0

⎞
⎟⎠+ c2

⎛
⎜⎝

0

0

1

⎞
⎟⎠
∣∣∣∣∣∣∣ c1, c2 ∈ C

⎫⎪⎬
⎪⎭である．

§ 8の問題解答

解 8.1 (1) A ∈Mn(C)とすると，次の（ア）～（エ）をみたす S, N ∈Mn(C)が存在

する．（ア）A= S +N．（イ）S は対角化可能である．（ウ）N はべき零行列である．（エ）

SN =NS．

(2) (1)において，S をAの半単純部分，N をAのべき零部分という．

(3)あたえられた行列を Aとおき，Aの半単純部分，べき零部分をそれぞれ S, N とする．

Aは対角成分が 2のみの上三角行列なので，1個の固有値 2（4重解）のみをもつことに注意

する．

(a) Aは1個の固有値2のみをもつので，例8.1より，S= 2E，N =A− 2E=

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

0 1 1 0

0 0 1 0

0 0 0 0

0 0 0 0

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠
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である．よって，Aのジョルダン分解はA= S +N =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

2 0 0 0

0 2 0 0

0 0 2 0

0 0 0 2

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠+

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

0 1 1 0

0 0 1 0

0 0 0 0

0 0 0 0

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠

である．

(b) Aは1個の固有値2のみをもつので，例8.1より，S= 2E，N =A− 2E=

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

0 0 1 1

0 0 0 1

0 0 0 0

0 0 0 0

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠

である．よって，Aのジョルダン分解はA= S +N =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

2 0 0 0

0 2 0 0

0 0 2 0

0 0 0 2

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠+

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

0 0 1 1

0 0 0 1

0 0 0 0

0 0 0 0

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠

である．

解 8.2 (1)
(
P
∣∣E )の行に関する基本変形を行うと，( P ∣∣E )=⎛

⎜⎝
1 0 −2 1 0 0

1 3 0 0 1 0

0 1 1 0 0 1

⎞
⎟⎠第 2行−第 1行−→

⎛
⎜⎝

1 0 −2 1 0 0

0 3 2 −1 1 0

0 1 1 0 0 1

⎞
⎟⎠

第 2行と第 3行の入れ替え−→

⎛
⎜⎝

1 0 −2 1 0 0

0 1 1 0 0 1

0 3 2 −1 1 0

⎞
⎟⎠第 3行−第 2行×3−→

⎛
⎜⎝

1 0 −2 1 0 0

0 1 1 0 0 1

0 0 −1 −1 1 −3

⎞
⎟⎠第 3行×(−1)−→

⎛
⎜⎝

1 0 −2 1 0 0

0 1 1 0 0 1

0 0 1 1 −1 3

⎞
⎟⎠

第 1行+第 3行×2
第 2行−第 3行−→

⎛
⎜⎝

1 0 0 3 −2 6

0 1 0 −1 1 −2

0 0 1 1 −1 3

⎞
⎟⎠ となる．よって，P−1 =

⎛
⎜⎝

3 −2 6

−1 1 −2

1 −1 3

⎞
⎟⎠

である．

(2) P−1AP
(1)

=

⎛
⎜⎝

3 −2 6

−1 1 −2

1 −1 3

⎞
⎟⎠
⎛
⎜⎝

−1 3 −8

−1 3 −2

1 −1 5

⎞
⎟⎠
⎛
⎜⎝

1 0 −2

1 3 0

0 1 1

⎞
⎟⎠=

⎛
⎜⎝

5 −3 10

−2 2 −4

3 −3 9

⎞
⎟⎠
⎛
⎜⎝

1 0 −2

1 3 0

0 1 1

⎞
⎟⎠ =

⎛
⎜⎝

2 1 0

0 2 0

0 0 3

⎞
⎟⎠ となり，A のジョルダン標準形が得ら

れる．
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(3) SをAの半単純部分とする．(2)より，(8.2)において，r= 2，λ1 = 2，m1 = 2，λ2 = 3，

m2 = 1とすると，S
(8.2)
= P

(
λ1E2 0

0 λ2E1

)
P−1 (1)

=

⎛
⎜⎝

1 0 −2

1 3 0

0 1 1

⎞
⎟⎠
⎛
⎜⎝

2 0 0

0 2 0

0 0 3

⎞
⎟⎠
⎛
⎜⎝

3 −2 6

−1 1 −2

1 −1 3

⎞
⎟⎠=

⎛
⎜⎝

2 0 −6

2 6 0

0 2 3

⎞
⎟⎠
⎛
⎜⎝

3 −2 6

−1 1 −2

1 −1 3

⎞
⎟⎠=

⎛
⎜⎝

0 2 −6

0 2 0

1 −1 5

⎞
⎟⎠である．よって，N をAのべき零部分とすると，N = A− S =

⎛
⎜⎝

−1 3 −8

−1 3 −2

1 −1 5

⎞
⎟⎠−

⎛
⎜⎝

0 2 −6

0 2 0

1 −1 5

⎞
⎟⎠=

⎛
⎜⎝

−1 1 −2

−1 1 −2

0 0 0

⎞
⎟⎠である．したがって，Aのジョ

ルダン分解はA= S +N =

⎛
⎜⎝

0 2 −6

0 2 0

1 −1 5

⎞
⎟⎠+

⎛
⎜⎝

−1 1 −2

−1 1 −2

0 0 0

⎞
⎟⎠である．

解 8.3 (1) S, S′ は対角化可能であり，かつ，可換なので，定理 3.3 より，ある正則な

P ∈Mn(C) が存在し，P−1SP，P−1S′P は対角行列となる．このとき，P−1(aS +

bS′)P = aP−1SP + bP−1S′P は対角行列となる．よって，aS + bS′ は対角化可能で

ある．

(2) 1© O， 2© k + k′， 3© N ′N， 4© 二項

解 8.4 (1) 1© λ， 2© λp1（ AP = P

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝
λ 1 0 0

0 λ 0 0

0 0 μ 0

0 0 0 ν

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠を計算する）， 3© p1 + λp2，

4© μp3， 5© νp4， 6© p1， 7© p3， 8© p4

(2)まず，固有値 λ= 1に対するAの固有空間W (1)を求める．同次連立 1次方程式

(λE − A)x = 0 (∗)

において λ= 1を代入し，x =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝
x1

x2

x3

x4

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠とすると，(E −A)

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝
x1

x2

x3

x4

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠= 0である．すなわち，

［ 式変形とスペースの関係上，次のページに続きます］
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⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

0 −1 0 0

0 0 −1 0

0 0 −1 −1

0 0 0 −2

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝
x1

x2

x3

x4

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠=

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

0

0

0

0

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠である．よって，−x2 = 0，−x3 = 0，−x3 − x4 =

0，−2x4 = 0となり，c ∈ Cを任意の定数として，x1 = cとおくと，解は x1 = c，x2 = 0，

x3 = 0，x4 = 0 である．したがって，x =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝
x1

x2

x3

x4

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠ =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝
c

0

0

0

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠ = c

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

1

0

0

0

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠ と表されるので，

W (1) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎩
c

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

1

0

0

0

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
c ∈ C

⎫⎪⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎪⎭
である．次に，固有値 λ= 2に対するAの固有空間W (2)を

求める．(∗)において λ = 2を代入し，x =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝
x1

x2

x3

x4

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠とすると，(2E − A)

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝
x1

x2

x3

x4

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠ = 0で

ある．すなわち，

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

1 −1 0 0

0 1 −1 0

0 0 0 −1

0 0 0 −1

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝
x1

x2

x3

x4

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠ =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

0

0

0

0

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠である．よって，x1 − x2 = 0，

x2 − x3 = 0，−x4 = 0となり，c ∈ Cを任意の定数として，x1 = cとおくと，解はx1 = c，

x2 = c，x3 = c，x4 = 0である．したがって，x =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝
x1

x2

x3

x4

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠=

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝
c

c

c

0

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠= c

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

1

1

1

0

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠と表されるの

で，W (2) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎩
c

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

1

1

1

0

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
c ∈ C

⎫⎪⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎪⎭
である．さらに，固有値λ= 3に対するAの固有空間W (3)

を求める．(∗)において λ= 3を代入し，x =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝
x1

x2

x3

x4

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠とすると，(3E −A)

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝
x1

x2

x3

x4

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠= 0で
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ある．すなわち，

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

2 −1 0 0

0 2 −1 0

0 0 1 −1

0 0 0 0

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝
x1

x2

x3

x4

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠=

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

0

0

0

0

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠である．よって，2x1 − x2 = 0，

2x2 − x3 = 0，x3 − x4 = 0 となり，c ∈ C を任意の定数として，x1 = c とおくと，

解は x1 = c，x2 = 2c，x3 = 4c，x4 = 4cである．したがって，x =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝
x1

x2

x3

x4

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠=

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝
c

2c

4c

4c

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠=

c

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

1

2

4

4

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠と表されるので，W (3) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎩
c

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

1

2

4

4

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
c ∈ C

⎫⎪⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎪⎭
である．以上より，dim

(
W (1)

)
+

dim
(
W (2)

)
+ dim

(
W (3)

)
= 1 + 1 + 1 = 3 �= 4となるので，定理 1.6より，Aは対角化

可能ではない．

(3)
(
P
∣∣E )の行に関する基本変形を行うと，( P ∣∣E )=

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

1 0 1 1 1 0 0 0

0 1 1 2 0 1 0 0

0 0 1 4 0 0 1 0

0 0 0 4 0 0 0 1

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠

第 1行−第 3行
第 2行−第 3行
第 4行×1

4−→

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

1 0 0 −3 1 0 −1 0

0 1 0 −2 0 1 −1 0

0 0 1 4 0 0 1 0

0 0 0 1 0 0 0 1
4

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠

第 1行+第 4行×3
第 2行+第 4行×2
第 3行−第 4行×4−→

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

1 0 0 0 1 0 −1 3
4

0 1 0 0 0 1 −1 1
2

0 0 1 0 0 0 1 −1

0 0 0 1 0 0 0 1
4

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠となる．よって，P は正則であり，

P−1 =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

1 0 −1 3
4

0 1 −1 1
2

0 0 1 −1

0 0 0 1
4

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠である．

(4) P−1AP
(3)

=

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

1 0 −1 3
4

0 1 −1 1
2

0 0 1 −1

0 0 0 1
4

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

1 1 0 0

0 1 1 0

0 0 2 1

0 0 0 3

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

1 0 1 1

0 1 1 2

0 0 1 4

0 0 0 4

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠=

［ 式変形とスペースの関係上，次のページに続きます］
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⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

1 0 −1 3
4

0 1 −1 1
2

0 0 1 −1

0 0 0 1
4

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

1 1 2 3

0 1 2 6

0 0 2 12

0 0 0 12

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠=

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

1 1 0 0

0 1 0 0

0 0 2 0

0 0 0 3

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠となり，Aのジョルダン標準形

が得られる．

(5) SをAの半単純部分とする．(4)より，(8.2)において，r= 3，λ1 = 1，m1 = 2，λ2 = 2，

m2 = 1，λ3 = 3，m3 = 1とすると，S
(8.2)
= P

⎛
⎜⎝
λ1E2 0 0

0 λ2E1 0

0 0 λ3E1

⎞
⎟⎠P−1 (3)

=

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

1 0 1 1

0 1 1 2

0 0 1 4

0 0 0 4

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 2 0

0 0 0 3

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

1 0 −1 3
4

0 1 −1 1
2

0 0 1 −1

0 0 0 1
4

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠=

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

1 0 2 3

0 1 2 6

0 0 2 12

0 0 0 12

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

1 0 −1 3
4

0 1 −1 1
2

0 0 1 −1

0 0 0 1
4

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠ =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

1 0 1 −1
2

0 1 1 0

0 0 2 1

0 0 0 3

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠である．よって，N を Aの

べき零部分とすると，N = A− S =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

1 1 0 0

0 1 1 0

0 0 2 1

0 0 0 3

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠−

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

1 0 1 −1
2

0 1 1 0

0 0 2 1

0 0 0 3

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠

=

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

0 1 −1 1
2

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠である．したがって，Aのジョルダン分解はA= S +N =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

1 0 1 −1
2

0 1 1 0

0 0 2 1

0 0 0 3

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠+

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

0 1 −1 1
2

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠である．

(6)まず，(2)より，|A| = 1 · 1 · 2 · 3 = 6 �= 0なので，Aは正則である．次に，S, U をそ

れぞれAの半単純部分，べき単部分とし，(5)で求めた S を用いて S−1 を求め，(8.17)を

用いて U を求める．
(
S
∣∣E )の行に関する基本変形を行うと，( S ∣∣E )=

［ 式変形とスペースの関係上，次のページに続きます］
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⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

1 0 1 −1
2 1 0 0 0

0 1 1 0 0 1 0 0

0 0 2 1 0 0 1 0

0 0 0 3 0 0 0 1

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠
第 3行×1

2
第 4行×1

3−→

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

1 0 1 −1
2 1 0 0 0

0 1 1 0 0 1 0 0

0 0 1 1
2 0 0 1

2 0

0 0 0 1 0 0 0 1
3

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠

第 1行−第 3行
第 2行−第 3行−→

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

1 0 0 −1 1 0 −1
2 0

0 1 0 −1
2 0 1 −1

2 0

0 0 1 1
2 0 0 1

2 0

0 0 0 1 0 0 0 1
3

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠

第 1行+第 4行
第 2行+第 4行×1

2
第 3行−第 4行×1

2−→

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

1 0 0 0 1 0 −1
2

1
3

0 1 0 0 0 1 −1
2

1
6

0 0 1 0 0 0 1
2 −1

6

0 0 0 1 0 0 0 1
3

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠となる．よって，S−1 =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

1 0 −1
2

1
3

0 1 −1
2

1
6

0 0 1
2 −1

6

0 0 0 1
3

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠である．

したがって，U
(8.17)
= S−1A=

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

1 0 −1
2

1
3

0 1 −1
2

1
6

0 0 1
2 −1

6

0 0 0 1
3

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

1 1 0 0

0 1 1 0

0 0 2 1

0 0 0 3

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠=

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

1 1 −1 1
2

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠である．

§ 9の問題解答

解 9.1 (1) x ∈ V とする．まず，(p ◦ q)(x)
合成写像の定義

= p
(
q(x)

) qの定義
= p

(
x − p(x)

)
pは線形変換

= p(x)− p
(
p(x)

) pは射影
= p(x)− p(x) = 0である．すなわち，(p ◦ q)(x) = 0で

ある．よって，p ◦ qは零写像である．次に，(q ◦ p)(x)
合成写像の定義

= q
(
p(x)

) qの定義
= p(x)−

p
(
p(x)

) pは射影
= p(x) − p(x) = 0 である．すなわち，(q ◦ p)(x) = 0 である．よって，

q ◦ pは零写像である．
(2) x∈V とすると，(q ◦ q)(x)

合成写像の定義
= q

(
q(x)

) qの定義
= q

(
x− p(x)

) qは線形変換
= q(x)

−q(p(x)
) q ◦ pは零写像

= q(x)である．すなわち，(q ◦ q)(x) = q(x)である．よって，q ◦ q= q

となり，qは射影である．

(3) Im q ⊂ Ker pおよびKer p⊂ Im qを示せばよい．

Im q ⊂ Ker p x ∈ Im qとすると，像の定義より，ある y ∈ V が存在し，x = q(y)とな
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る．このとき，p(x) = p
(
q(y)

) p ◦ qは零写像
= 0となる．すなわち，p(x) = 0である．よっ

て，核の定義より，x ∈ Ker pである．したがって，Im q ⊂ Ker pである．

Ker p⊂ Im q x∈Ker pとすると，核の定義より，p(x)= 0である．このとき，q(x)
qの定義
=

x − p(x) = xとなる．すなわち，x = q(x)である．よって，像の定義より，x ∈ Im qで

ある．したがって，Ker p⊂ Im qである．

解 9.2 x1 ∈W1, · · · , xm ∈Wmに対して，x1 + · · · + xm = 0であるとする．j = 1,

· · · , mとすると，Wjの定義より，あるyj ∈ V が存在し，xj = pj(yj)となる．これを上の式

に代入すると，p1(y1) + · · · + pm(ym) = 0である．さらに，k= 1, · · · , mとすると，pk

は線形変換なので，pk(0) = 0である．よって，(pk ◦ p1)(y1) + · · · + (pk ◦ pm)(ym) = 0

となる．さらに，(1)より，pk(yk) = 0，すなわち，xk = 0となる．したがって，定理 5.2

の (1) ⇔ (2)より，(9.4)の右辺はW1, · · · , Wm の直和である

解 9.3 (1) S, N をそれぞれAの半単純部分，べき零部分とする．S, N のすべての成分

の共役をとることによって得られる行列を，それぞれ S̄, N̄ と表す．このとき，Aが実行列

であることより，A = S̄ + N̄ となる．ここで，S は対角化可能なので，S̄ は対角化可能と

なる．また，N はべき零行列なので，N̄ はべき零行列となる．よって，S̄, N̄ はそれぞれA

の半単純部分，べき零部分である．したがって，ジョルダン分解の一意性（定理 9.5）より，

S = S̄，N = N̄ となる．すなわち，Aの半単純部分，べき零部分は実行列である．

(2) 1© ジョルダン， 2© NS， 3© 二項， 4© Sk， 5© O， 6© 正則， 7© m− 1

解 9.4 あたえられた行列をAとおく．

(1) Aの固有値はλ1 = 1 + 2i，λ2 = 1− 2iなので，(9.32)より，Aのスペクトル分解はA=

λ1P1 + λ2P2 = (1 + 2i)P1 + (1− 2i)P2と表すことができる．ここで，定理9.6より，P1 =

1

(1 + 2i) − (1 − 2i)

{
A − (1 − 2i)E

}
=

1

4i

{(
1 1

−4 1

)
− (1 − 2i)

(
1 0

0 1

)}
=

(
1
2 −1

4 i

i 1
2

)
である．また，P2 =E − P1（ 9・2 (2)′）=

(
1
2

1
4 i

−i 1
2

)
である．よっ

て，Aのスペクトル分解はA= (1 + 2i)

(
1
2 −1

4 i

i 1
2

)
+ (1 − 2i)

(
1
2

1
4 i

−i 1
2

)
である．

(2) Aは対角成分が1，iの上三角行列なので，Aの固有値はλ1 = 1，λ2 = iである（1は2重解）．

よって，(9.32)より，Aのスペクトル分解はA= λ1P1 + λ2P2 =P1 + iP2と表すことができ

る．ここで，定理9.6より，P1 =
1

1 − i
(A− iE) =

1

1 − i

⎧⎪⎨
⎪⎩
⎛
⎜⎝

1 1 0

0 i 0

0 0 1

⎞
⎟⎠−i

⎛
⎜⎝

1 0 0

0 1 0

0 0 1

⎞
⎟⎠
⎫⎪⎬
⎪⎭
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=

⎛
⎜⎝

1 1+i
2 0

0 0 0

0 0 1

⎞
⎟⎠である．また，P2 =E − P1（ 9・2 (2)′）=

⎛
⎜⎝

0 −1+i
2 0

0 1 0

0 0 0

⎞
⎟⎠で

ある．よって，Aのスペクトル分解はA=

⎛
⎜⎝

1 1+i
2 0

0 0 0

0 0 1

⎞
⎟⎠+ i

⎛
⎜⎝

0 −1+i
2 0

0 1 0

0 0 0

⎞
⎟⎠である．

§ 10の問題解答

解 10.1 まず，Aの固有多項式 φA(λ)は φA(λ) = |λE −A| = (λ− 1)2(λ− 2)であ

る．よって，定理10.2より，最小多項式ψA(λ)はλ− 1，λ− 2，(λ− 1)(λ− 2)，(λ− 1)2，

φA(λ) = (λ− 1)2(λ− 2)のいずれかである．ここで，Aの定義より，

A− E =

⎛
⎜⎝

0 −1 −1

0 1 1

0 0 0

⎞
⎟⎠ �= 0，A− 2E =

⎛
⎜⎝

−1 −1 −1

0 0 1

0 0 −1

⎞
⎟⎠ �= O，(A− E)2 =

⎛
⎜⎝

0 −1 −1

0 1 1

0 0 0

⎞
⎟⎠
⎛
⎜⎝

0 −1 −1

0 1 1

0 0 0

⎞
⎟⎠=

⎛
⎜⎝

0 −1 −1

0 1 1

0 0 0

⎞
⎟⎠ �=Oであり，(A−E)(A− 2E) =

⎛
⎜⎝

0 −1 −1

0 1 1

0 0 0

⎞
⎟⎠
⎛
⎜⎝

−1 −1 −1

0 0 1

0 0 −1

⎞
⎟⎠ = O である．よって，ψA(λ) = (λ − 1)(λ − 2) で

ある．

解 10.2 固有多項式，最小多項式，固有空間，広義固有空間の記号については， § 10 と

同様のものを用いる．J を 4次の正方行列のジョルダン標準形とする．

J が互いに異なる固有値 λ1, λ2, λ3, λ4 ∈ Cをもつ場合 JはJ =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝
λ1 0 0 0

0 λ2 0 0

0 0 λ3 0

0 0 0 λ4

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠

と表される．また，φJ(λ) = (λ − λ1)(λ − λ2)(λ − λ3)(λ − λ4)，ψJ(λ) = (λ − λ1)

(λ − λ2)(λ − λ3)(λ − λ4)，dim
(
W (λ1)

)
= 1，dim

(
W (λ2)

)
= 1，dim

(
W (λ3)

)
=

1，dim
(
W (λ4)

)
= 1，dim

(
W̃ (λ1)

)
= 1，dim

(
W̃ (λ2)

)
= 1，dim

(
W̃ (λ3)

)
= 1，

dim
(
W̃ (λ4)

)
= 1である．

J が互いに異なる固有値 λ1, λ2, λ3 ∈ Cをもつ場合 λ1 を 2重解とすると，J は

［ 式変形とスペースの関係上，次のページに続きます］
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⎛
⎜⎜⎜⎜⎝
λ1 0 0 0

0 λ1 0 0

0 0 λ2 0

0 0 0 λ3

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠ または

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝
λ1 1 0 0

0 λ1 0 0

0 0 λ2 0

0 0 0 λ3

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠ と表される．J =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝
λ1 0 0 0

0 λ1 0 0

0 0 λ2 0

0 0 0 λ3

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠

のとき，φJ(λ) = (λ− λ1)
2(λ− λ2)(λ− λ3)，ψJ(λ) = (λ− λ1)(λ− λ2)(λ− λ3)，

dim
(
W (λ1)

)
= 2，dim

(
W (λ2)

)
= 1，dim

(
W (λ3)

)
= 1，dim

(
W̃ (λ1)

)
= 2，

dim
(
W̃ (λ2)

)
= 1，dim

(
W̃ (λ3)

)
= 1である．J =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝
λ1 1 0 0

0 λ1 0 0

0 0 λ2 0

0 0 0 λ3

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠のとき，φJ(λ)

= (λ− λ1)
2(λ− λ2)(λ− λ3)，ψJ(λ) = (λ− λ1)

2(λ− λ2)(λ− λ3)，dim
(
W (λ1)

)
=

1，dim
(
W (λ2)

)
= 1，dim

(
W (λ3)

)
= 1，dim

(
W̃ (λ1)

)
= 2，dim

(
W̃ (λ2)

)
= 1，

dim
(
W̃ (λ3)

)
= 1である．

J が異なる固有値 λ1, λ2 ∈ Cをもつ場合 λ1, λ2 は 2重解であり，J は⎛
⎜⎜⎜⎜⎝
λ1 0 0 0

0 λ1 0 0

0 0 λ2 0

0 0 0 λ2

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠，
⎛
⎜⎜⎜⎜⎝
λ1 1 0 0

0 λ1 0 0

0 0 λ2 0

0 0 0 λ2

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠，
⎛
⎜⎜⎜⎜⎝
λ1 1 0 0

0 λ1 0 0

0 0 λ2 1

0 0 0 λ2

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠のいずれかのよう

に表されるか，または λ1 は 3重解であり，J は⎛
⎜⎜⎜⎜⎝
λ1 0 0 0

0 λ1 0 0

0 0 λ1 0

0 0 0 λ2

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠，
⎛
⎜⎜⎜⎜⎝
λ1 1 0 0

0 λ1 0 0

0 0 λ1 0

0 0 0 λ2

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠，
⎛
⎜⎜⎜⎜⎝
λ1 1 0 0

0 λ1 1 0

0 0 λ1 0

0 0 0 λ2

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠のいずれかのように

表される．J =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝
λ1 0 0 0

0 λ1 0 0

0 0 λ2 0

0 0 0 λ2

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠のとき，φJ(λ) = (λ− λ1)

2(λ− λ2)
2，ψJ(λ) =

(λ − λ1)(λ − λ2)，dim
(
W (λ1)

)
= 2，dim

(
W (λ2)

)
= 2，dim

(
W̃ (λ1)

)
= 2，

dim
(
W̃ (λ2)

)
= 2 である．J =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝
λ1 1 0 0

0 λ1 0 0

0 0 λ2 0

0 0 0 λ2

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠ のとき，φJ(λ) = (λ − λ1)

2

(λ − λ2)
2，ψJ(λ) = (λ − λ1)

2(λ − λ2)，dim
(
W (λ1)

)
= 1，dim

(
W (λ2)

)
= 2，



詳細解答 29

dim
(
W̃ (λ1)

)
= 2，dim

(
W̃ (λ2)

)
= 2である．J =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝
λ1 1 0 0

0 λ1 0 0

0 0 λ2 1

0 0 0 λ2

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠のとき，φJ(λ)

= (λ−λ1)
2(λ−λ2)

2，ψJ(λ) = (λ−λ1)
2(λ−λ2)

2，dim
(
W (λ1)

)
= 1，dim

(
W (λ2)

)

= 1，dim
(
W̃ (λ1)

)
= 2，dim

(
W̃ (λ2)

)
= 2である．J =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝
λ1 0 0 0

0 λ1 0 0

0 0 λ1 0

0 0 0 λ2

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠のとき，

φJ(λ) = (λ − λ1)
3(λ − λ2)，ψJ(λ) = (λ − λ1)(λ − λ2)，dim

(
W (λ1)

)
= 3，

dim
(
W (λ2)

)
= 1，dim

(
W̃ (λ1)

)
= 3，dim

(
W̃ (λ2)

)
= 1である．J =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝
λ1 1 0 0

0 λ1 0 0

0 0 λ1 0

0 0 0 λ2

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠

のとき，φJ(λ) = (λ− λ1)
3(λ− λ2)，ψJ(λ) = (λ− λ1)

2(λ− λ2)，dim
(
W (λ1)

)
= 2，

dim
(
W (λ2)

)
= 1，dim

(
W̃ (λ1)

)
= 3，dim

(
W̃ (λ2)

)
= 1である．J =⎛

⎜⎜⎜⎜⎝
λ1 1 0 0

0 λ1 1 0

0 0 λ1 0

0 0 0 λ2

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠のとき，φJ(λ) = (λ− λ1)

3(λ− λ2)，ψJ(λ) = (λ− λ1)
3(λ−

λ2)，dim
(
W (λ1)

)
= 1，dim

(
W (λ2)

)
= 1，dim

(
W̃ (λ1)

)
= 3，dim

(
W̃ (λ2)

)
= 1で

ある．

J が 1個の固有値 λ1 ∈ Cのみをもつ場合 λ1は4重解であり，Jは

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝
λ1 0 0 0

0 λ1 0 0

0 0 λ1 0

0 0 0 λ1

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠，

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝
λ1 1 0 0

0 λ1 0 0

0 0 λ1 0

0 0 0 λ1

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠，
⎛
⎜⎜⎜⎜⎝
λ1 1 0 0

0 λ1 0 0

0 0 λ1 1

0 0 0 λ1

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠，
⎛
⎜⎜⎜⎜⎝
λ1 1 0 0

0 λ1 1 0

0 0 λ1 0

0 0 0 λ1

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠，

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝
λ1 1 0 0

0 λ1 1 0

0 0 λ1 1

0 0 0 λ1

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠のいずれかのように表される．J =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝
λ1 0 0 0

0 λ1 0 0

0 0 λ1 0

0 0 0 λ1

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠のとき，
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φJ(λ) = (λ− λ1)
4，ψJ(λ) = λ− λ1，dim

(
W (λ1)

)
= 4，dim

(
W̃ (λ1)

)
= 4である．

J =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝
λ1 1 0 0

0 λ1 0 0

0 0 λ1 0

0 0 0 λ1

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠のとき，φJ(λ) = (λ− λ1)

4，ψJ(λ) = (λ− λ1)
2，dim

(
W (λ1)

)

= 3，dim
(
W̃ (λ1)

)
= 4である．J =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝
λ1 1 0 0

0 λ1 0 0

0 0 λ1 1

0 0 0 λ1

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠のとき，φJ(λ) = (λ− λ1)

4，

ψJ(λ) = (λ− λ1)
2，dim

(
W (λ1)

)
= 2，dim

(
W̃ (λ1)

)
= 4である．J =⎛

⎜⎜⎜⎜⎝
λ1 1 0 0

0 λ1 1 0

0 0 λ1 0

0 0 0 λ1

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠のとき，φJ(λ) = (λ− λ1)

4，ψJ(λ) = (λ− λ1)
3，dim

(
W (λ1)

)
=

2，dim
(
W̃ (λ1)

)
= 4である．J =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝
λ1 1 0 0

0 λ1 1 0

0 0 λ1 1

0 0 0 λ1

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠のとき，φJ(λ) = (λ− λ1)

4，

ψJ(λ) = (λ− λ1)
4，dim

(
W (λ1)

)
= 1，dim

(
W̃ (λ1)

)
= 4である．

解 10.3 (1) f, g ∈ V，c ∈ Cとする．まず，n= 1, 2のとき，
(
T (f + g)

)
(n)

T の定義
=

(f + g)(3) + (f + g)(4)
V の和の定義

=
(
f(3) + g(3)

)
+
(
f(4) + g(4)

)
=
(
f(3) + f(4)

)
+(

g(3) + g(4)
) T の定義

=
(
T (f)

)
(n) +

(
T (g)

)
(n)

V の和の定義
=

(
T (f) + T (g)

)
(n)である．

また，n= 3, 4のとき，
(
T (f + g)

)
(n)

T の定義
= (f + g)(1) + (f + g)(2)

V の和の定義
=(

f(1) + g(1)
)
+
(
f(2) + g(2)

)
=
(
f(1) + f(2)

)
+
(
g(1) + g(2)

) T の定義
=

(
T (f)

)
(n) +(

T (g)
)
(n)

V の和の定義
=

(
T (f) + T (g)

)
(n)である．よって，T (f + g) = T (f) + T (g)で

ある．次に，n= 1, 2のとき，
(
T (cf)

)
(n)

T の定義
= (cf)(3) + (cf)(4)

V のスカラー倍の定義
= c ·

f(3) + c · f(4) = c
(
f(3) + f(4)

) T の定義
= c

(
(Tf)(n)

) V のスカラー倍の定義
=

(
c · T (f)

)
(n)

である．また，n= 3, 4のとき，
(
T (cf)

)
(n)

T の定義
= (cf)(1) + (cf)(2)

V のスカラー倍の定義
=

c · f(1)+c · f(2) = c
(
f(1)+f(2)

) T の定義
= c

(
(Tf)(n)

) V のスカラー倍の定義
=

(
c · T (f)

)
(n)

である．よって，T (cf) = c · T (f)である．したがって，T は線形変換である．
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(2) f1, f2, f3, f4 が 1次独立であることと V を生成することを示せばよい．

1次独立であること c1, c2, c3, c4 ∈ Cに対して，c1f1 + c2f2 + c3f3 + c4f4 = 0と

する．ただし，0はV の零ベクトルであり，1, 2, 3, 4に対して0∈Cを対応させる関数を表す．

このとき，n ∈ {1, 2, 3, 4}とすると，f1, f2, f3, f4の定義より，(c1f1 + c2f2 + c3f3 +

c4f4)(n) = cnとなる．一方，0(n) = 0である．よって，cn = 0となるので，f1, f2, f3, f4

は 1次独立である．

V を生成すること f ∈ V とすると，f1, f2, f3, f4 の定義より，

f = f(1)f1 + f(2)f2 + f(3)f3 + f(4)f4 (∗)

となる．よって，f1, f2, f3, f4 は V を生成する．

(3)まず，表現行列Aを求める．f1の定義より，
(
T (f1)

)
(1) = f1(3) + f1(4) = 0 + 0 = 0，(

T (f1)
)
(2) = f1(3) + f1(4) = 0 + 0 = 0，

(
T (f1)

)
(3) = f1(1) + f1(2) = 1 + 0 = 1，(

(T (f1)
)
(4) = f1(1) + f1(2) = 1 + 0 = 1である．よって，(∗)より，T (f1) = f3 + f4であ

る．同様に，T (f2) = f3 + f4，T (f3) = f1 + f2，T (f4) = f1 + f2である（ ）．したがっ

て，
(
T (f1) T (f2) T (f3) T (f4)

)
=
(
f3 + f4 f3 + f4 f1 + f2 f1 + f2

)
=

(
f1 f2 f3 f4

)
⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

0 0 1 1

0 0 1 1

1 1 0 0

1 1 0 0

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠となるので，A=

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

0 0 1 1

0 0 1 1

1 1 0 0

1 1 0 0

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠である．次に，Aの

固有値を求める．B =

(
1 1

1 1

)
とおくと，Aの固有多項式φA(λ)はφA(λ) = |λE4 −A|=

∣∣∣∣∣λE2 −B
−B λE2

∣∣∣∣∣= |λE2 − B||λE2 + B|（ ［藤岡 1］ 例 8.3 ）

=

∣∣∣∣∣λ− 1 −1

−1 λ− 1

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣λ+ 1 1

1 λ+ 1

∣∣∣∣∣= {(λ− 1)2 − (−1)2
} {

(λ+ 1)2 − 12}
=
{
(λ− 1) + 1

}{
(λ− 1) − 1

}{
(λ+ 1) + 1

}{
(λ+ 1) − 1

}
= λ2(λ+ 2)(λ− 2)であ

る．よって，固有方程式φA(λ) = 0を解くと，Aの固有値λはλ= 0, ±2である（0は2重解）．

さらに，λ= 0がAの固有方程式の2重解であることに注意し，固有値λ= 0に対する固有空間

W (0)を求める．同次連立1次方程式 (λE −A)x = 0においてλ= 0を代入し，x =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝
x1

x2

x3

x4

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠
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とすると，−A

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝
x1

x2

x3

x4

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠ = 0である．すなわち，

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

0 0 −1 −1

0 0 −1 −1

−1 −1 0 0

−1 −1 0 0

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝
x1

x2

x3

x4

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠ =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

0

0

0

0

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠

である．よって，−x3 − x4 = 0，−x1 − x2 = 0 となり，c1, c2 ∈ C を任意の定数と

して，x1 = c1，x3 = c2 とおくと，解は x1 = c1，x2 = −c1，x3 = c2，x4 = −c2 で

ある．したがって，x =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝
x1

x2

x3

x4

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠ =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

c1

−c1
c2

−c2

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠ = c1

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

1

−1

0

0

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠ + c2

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

0

0

1

−1

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠ と表されるの

で，W (0) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎩
c1

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

1

−1

0

0

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠+ c2

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

0

0

1

−1

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
c1, c2 ∈ C

⎫⎪⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎪⎭
である．最後に，Aの最小多項式

ψA(λ)を求める．Aは互いに異なる 3個の固有値 0, ±2をもち，0は 2重解である．さら

に，dim
(
W (0)

)
= 2である．よって，問 10.2より，ψA(λ) = λ(λ+ 2)(λ− 2)である．

§ 11の問題解答

解 11.1 Ak (11.7),(∗)
= P

(
3 1

0 3

)k

P−1 (11.12)
=

(
1 1

2 3

)(
3k

kC13
k−1

0 3k

)
· 1

1 · 3 − 1 · 2

(
3 −1

−2 1

)
=

(
1 1

2 3

)(
3k k 3k−1

0 3k

)(
3 −1

−2 1

)
=

(
3k k 3k−1 + 3k

2 · 3k 2k 3k−1 + 3 · 3k

)(
3 −1

−2 1

)

=

(
(3 − 2k) 3k−1 k 3k−1

−4k 3k−1 (3 + 2k) 3k−1

)
である．

解 11.2 (1) Aの固有値 λは λ= 1, 2なので，(9.31)より，Aの一般スペクトル分解は

A= P1 + 2P2 +N (∗)

と表される．ただし，P1, P2 は射影，N はべき零行列である．まず，
1

(λ− 1)(λ− 2)2
=

a

λ− 1
+

bλ+ c

(λ− 2)2
(a, b, c ∈ C)とする．両辺に (λ− 1)(λ− 2)2 をかけて整理すると，
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(a+ b)λ2 + (−4a− b+ c)λ+ 4a− c= 1となる．よって，a+ b= 0，−4a− b+ c= 0，

4a− c = 1である．これを解くと，a = 1，b = −1，c = 3である．すなわち，
1

φA(λ)
=

1

(λ− 1)(λ− 2)2
=

1

λ− 1
+

−λ+ 3

(λ− 2)2
である．

(2) (1)および (9.13), (9.15)より，g1(λ) = 1，g2(λ) = −λ + 3，h1(λ) = (λ − 2)2，

h2(λ) =λ− 1とおくと，(9.21)より，P1 = g1(A)h1(A) = (A− 2E)2，P2 = g2(A)h2(A)

= (−A+ 3E)(A− E)である．よって，

P1 = (A− 2E)2 =

⎛
⎜⎝

−1 0 0

−1 0 4

0 0 0

⎞
⎟⎠
⎛
⎜⎝

−1 0 0

−1 0 4

0 0 0

⎞
⎟⎠=

⎛
⎜⎝

1 0 0

1 0 0

0 0 0

⎞
⎟⎠，

P2 = (−A+ 3E)(A− E) =

⎛
⎜⎝

2 0 0

1 1 −4

0 0 1

⎞
⎟⎠
⎛
⎜⎝

0 0 0

−1 1 4

0 0 1

⎞
⎟⎠=

⎛
⎜⎝

0 0 0

−1 1 0

0 0 1

⎞
⎟⎠

である．さらに，(∗)より，

N =A−P1 − 2P2 =

⎛
⎜⎝

1 0 0

−1 2 4

0 0 2

⎞
⎟⎠−

⎛
⎜⎝

1 0 0

1 0 0

0 0 0

⎞
⎟⎠− 2

⎛
⎜⎝

0 0 0

−1 1 0

0 0 1

⎞
⎟⎠=

⎛
⎜⎝

0 0 0

0 0 4

0 0 0

⎞
⎟⎠

である．以上より，Aの一般スペクトル分解は

A=

⎛
⎜⎝

1 0 0

1 0 0

0 0 0

⎞
⎟⎠+ 2

⎛
⎜⎝

0 0 0

−1 1 0

0 0 1

⎞
⎟⎠+

⎛
⎜⎝

0 0 0

0 0 4

0 0 0

⎞
⎟⎠

である．

(3) φA(λ) = (λ− 1)(λ− 2)2および (11.24)より，(A−E)P1 =O，(A− 2E)2P2 =O

となる．よって，

A
k (11.23)

= 1
k
P1 + 2

k
P2 +

k∑
l=1

kCl1
k−l

(A − E)
l
P1 +

k∑
l=1

kCl2
k−l

(A −

2E)
l
P2 = 1

k
P1 + 2

k
P2 +

{
kC11

k−1
(A − E)P1 + kC21

k−2
(A − E)

2
P1 +

· · · + kCk1
0
(A − E)

k
P1

}
+
{

kC12
k−1

(A − 2E)P2 + kC22
k−2

(A −

2E)
2
P2 + · · · + kCk2

0
(A − 2E)

k
P2

}
= P1 + 2

k
P2 + (O + O + · · · + O) +

{
k2

k−1
(A − 2E)P2 + O + · · · + O

}
= P1 + 2

k
P2 + k2

k−1
(A − 2E)P2

(2)
=⎛

⎜⎝
1 0 0

1 0 0

0 0 0

⎞
⎟⎠ + 2k

⎛
⎜⎝

0 0 0

−1 1 0

0 0 1

⎞
⎟⎠ + k 2k−1

⎛
⎜⎝

−1 0 0

−1 0 4

0 0 0

⎞
⎟⎠
⎛
⎜⎝

0 0 0

−1 1 0

0 0 1

⎞
⎟⎠ =
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⎛
⎜⎝

1 0 0

1 − 2k 2k 0

0 0 2k

⎞
⎟⎠+ k 2k−1

⎛
⎜⎝

0 0 0

0 0 4

0 0 0

⎞
⎟⎠=

⎛
⎜⎝

1 0 0

1 − 2k 2k k 2k+1

0 0 2k

⎞
⎟⎠である．

解 11.3 まず，A=

(
0 1

−9 6

)
，xk =

(
xk

xk+1

)
(k = 1, 2, · · ·)とおくと，

xk = Ak−1x1 が得られる．ここで，A の固有多項式 φA(λ) は φA(λ) = |λE − A| =∣∣∣∣∣λ −1

9 λ− 6

∣∣∣∣∣ = λ(λ − 6) + 9 = λ2 − 6λ + 9 = (λ − 3)2 である．よって，(11.34)にお

いて，r = 1，m1 = 2，λ1 = 3 とすると，
{
xk

}∞
k=1 の一般項 xk はある α, β ∈ C を用

いて，xk = α 3k−1 + β · k−1C13
k−2 = α 3k−1 + β(k − 1)3k−2 と表される．ここで，

x1 = 1，x2 = 2より，それぞれα= 1，3α+ β = 2である．これを解くと，α= 1，β = −1

である．よって，xk = 3k−1 + (1 − k)3k−2 である．

§ 12の問題解答

解 12.1 (1) tA= −Aとなる実正方行列Aのこと．

(2) AtA= tAA= E となる実正方行列Aのこと．

(3) A∈Mn(C)に対して，expA=
∞∑

k=0

1

k!
A

k
=E +

1

1!
A+

1

2!
A

2
+ · · ·+ 1

k!
A

k
+ · · ·

をAの指数関数という．

(4) Aを交代行列とすると，

(expA)t(expA)
定理 12.1 (3)

= (expA)
(
exp tA

) (1)
= (expA)

(
exp(−A)

) 定理 12.1 (2)
=

(expA)(expA)−1 = E である．よって，(expA)

t(expA) = E である．このとき，(expA)t(expA) = t(expA)(expA) = E となり［

［藤岡 1］定理 6.3］，(2)より，expAは直交行列である．

解 12.2 exp tA
定理 12.1 (5)

= P
(
exp(tP−1AP )

)
P−1

(∗)
= P

(
exp t

(
3 1

0 3

))
P−1

(12.14)
=

(
1 1

2 3

)(
e3t te3t

0 e3t

)
· 1

1 · 3 − 1 · 2

(
3 −1

−2 1

)

=

(
e3t (t+ 1)e3t

2e3t (2t+ 3)e3t

)(
3 −1

−2 1

)
=

(
(1 − 2t)e3t te3t

−4te3t (1 + 2t)e3t

)
である．

解 12.3 φA(λ) = (λ− 1)(λ− 2)2より，(12.28)において，r = 2，λ1 = 1，k1 = 1，
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λ2 = 2，k2 = 2とすると，exp tA= e
t
1−1∑
k=0

t
k
(A−E)

k
P1 + e

2t
2−1∑
k=0

t
k
(A− 2E)

k
P2 =

e
t
P1 + e

2t
P2 + e

2t
t(A− 2E)P2 = e

t

⎛
⎜⎝

1 0 0

1 0 0

0 0 0

⎞
⎟⎠+ e

2t

⎛
⎜⎝

0 0 0

−1 1 0

0 0 1

⎞
⎟⎠+

te2t

⎛
⎜⎝

−1 0 0

−1 0 4

0 0 0

⎞
⎟⎠
⎛
⎜⎝

0 0 0

−1 1 0

0 0 1

⎞
⎟⎠ =

⎛
⎜⎝

et 0 0

et − e2t e2t 0

0 0 e2t

⎞
⎟⎠ + te2t

⎛
⎜⎝

0 0 0

0 0 4

0 0 0

⎞
⎟⎠ =

⎛
⎜⎝

et 0 0

et − e2t e2t 4te2t

0 0 e2t

⎞
⎟⎠である．

解 12.4 (1) A=

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

4 −4 −3 4

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠である．

(2) (12.36) より，A の固有多項式 φA(λ) は φA(λ) = λ4 − 4λ3 + 3λ2 + 4λ − 4 =

(λ+ 1)(λ− 1)(λ− 2)2である．よって，(12.38)において，r = 3，m1 = 1，λ1 = −1，

m2 = 1，λ2 = 1，m3 = 2，λ3 = 2とすると，(∗)の解はα, β, γ, δ ∈ Cを用いて，z(t) =

αe−t + βet + γe2t + δte2t と表される．

§ 13の問題解答

解 13.1 x =

⎛
⎜⎜⎜⎝
x1

...

xn

⎞
⎟⎟⎟⎠ ∈ Cnとすると，〈x,x〉 = x1x1 + · · · + xnxn = |x1|2 + · · · +

|xn|2 ≥ 0 である．さらに，〈x,x〉 = 0 とすると，|x1|2 = · · · = |xn|2 = 0 より，x1 =

· · · = xn = 0，すなわち，x = 0である．よって，〈 , 〉は正値性をみたす．

解 13.2 ‖x + y‖2 + ‖x − y‖2 (13.14)
= 〈x + y,x + y〉+ 〈x − y,x − y〉= 〈x,x〉+

〈x,y〉 + 〈y,x〉 + 〈y,y〉 + 〈x,x〉 + 〈x,−y〉 + 〈−y,x〉 + 〈−y,−y〉（ 半線形性（定

義 13.1 (2)），定理 13.1 (1)）= 2‖x‖2 + 2‖y‖2（ (13.14)，共役対称性（定義 13.1 (1)），

定理 13.1 (2)）= 2
(‖x‖2 + ‖y‖2) である．よって，中線定理がなりたつ．

解 13.3 次の部分空間の条件(1)～(3)を示せばよい［ ［藤岡1］定理13.3］．(1) 0∈W⊥．

(2) x1, x2 ∈W⊥ ならば，x1 + x2 ∈W⊥．(3) c ∈ C，x ∈W⊥ ならば，cx ∈W⊥．
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(1) y ∈W とすると，〈0,y〉 = 0 である［ 定理 13.1 (3)］．よって，W⊥ の定義より，

0 ∈W⊥ である．

(2) y ∈W とすると，〈x1 + x2,y〉 = 〈x1,y〉 + 〈x2,y〉（ 半線形性（定義 13.1 (2)）

= 0 + 0（ x1, x2 ∈W⊥，y ∈W）= 0である．すなわち，〈x1 + x2,y〉 = 0である．

よって，W⊥ の定義より，x1 + x2 ∈W⊥ である．

(3) y ∈W とすると，〈cx,y〉 = c〈x,y〉（ 半線形性（定義13.1 (2)）= c · 0（ x ∈W⊥，

y ∈W）= 0である．すなわち，〈cx,y〉 = 0である．よって，W⊥の定義より，cx ∈W⊥

である．

§ 14の問題解答

解 14.1 (1) | a1 a2 a3 | =

∣∣∣∣∣∣∣
i 1 1

1 i 1

1 1 i

∣∣∣∣∣∣∣= i · i · i+ 1 · 1 · 1 + 1 · 1 · 1 − 1 · i · 1 −

1 · 1 · i− i · 1 · 1（ サラスの方法）= −i+ 1 + 1 − i− i− i= 2 − 4i �= 0である．

(2)グラム –シュミットの直交化法（定理14.1）より，b1 =
1

‖a1‖
a1

(13.14)
=

1√〈a1,a1〉
a1

=
1√

i · ī+ 1 · 1 + 1 · 1

⎛
⎜⎝
i

1

1

⎞
⎟⎠=

1√
3

⎛
⎜⎝
i

1

1

⎞
⎟⎠，b′

2 = a2 − 〈a2, b1〉b1 =

⎛
⎜⎝

1

i

1

⎞
⎟⎠−

〈⎛⎜⎝
1

i

1

⎞
⎟⎠ , 1√

3

⎛
⎜⎝
i

1

1

⎞
⎟⎠
〉

· 1√
3

⎛
⎜⎝
i

1

1

⎞
⎟⎠ =

⎛
⎜⎝

1

i

1

⎞
⎟⎠ − 1

3

(
1 · ī + i · 1 + 1 · 1

)⎛⎜⎝
i

1

1

⎞
⎟⎠ =

⎛
⎜⎝

1

i

1

⎞
⎟⎠ −

1

3

⎛
⎜⎝
i

1

1

⎞
⎟⎠=

1

3

⎛
⎜⎝

3 − i

−1 + 3i

2

⎞
⎟⎠，b2 =

1

‖b′
2‖

b
′
2

(13.14)
=

1√〈b′
2, b

′
2〉

b
′
2

=
1√

(3−i) · (3−i)+(−1+3i) · (−1+3i
)
+ 2 · 2

⎛
⎜⎝

3−i
−1+3i

2

⎞
⎟⎠ =

1√
24

⎛
⎜⎝

3−i
−1+3i

2

⎞
⎟⎠ =

1

2
√

6

⎛
⎜⎝

3 − i

−1 + 3i

2

⎞
⎟⎠，b′

3 = a3 − 〈a3, b1〉b1 − 〈a3, b2〉b2 =

⎛
⎜⎝

1

1

i

⎞
⎟⎠−

〈⎛⎜⎝
1

1

i

⎞
⎟⎠ , 1√

3

⎛
⎜⎝
i

1

1

⎞
⎟⎠
〉

· 1√
3

⎛
⎜⎝
i

1

1

⎞
⎟⎠−

〈⎛⎜⎝
1

1

i

⎞
⎟⎠ , 1

2
√

6

⎛
⎜⎝

3−i
−1+3i

2

⎞
⎟⎠
〉

· 1

2
√

6

⎛
⎜⎝

3−i
−1+3i

2

⎞
⎟⎠
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=

⎛
⎜⎝

1

1

i

⎞
⎟⎠− 1

3

(
1 · ī+ 1 · 1 + i · 1)

⎛
⎜⎝
i

1

1

⎞
⎟⎠−

1

24

{
1 · (3 − i

)
+ 1 · (−1 + 3i

)
+ i · 2

}⎛⎜⎝
3 − i

−1 + 3i

2

⎞
⎟⎠=

⎛
⎜⎝

1

1

i

⎞
⎟⎠− 1

3

⎛
⎜⎝
i

1

1

⎞
⎟⎠−

1

12

⎛
⎜⎝

3 − i

−1 + 3i

2

⎞
⎟⎠=

1

12

⎛
⎜⎝

9 − 3i

9 − 3i

−6 + 12i

⎞
⎟⎠=

1

4

⎛
⎜⎝

3 − i

3 − i

−2 + 4i

⎞
⎟⎠，b3 =

1

‖b′
3‖

b
′
3

(13.14)
=

1√〈b′
3, b

′
3〉

b
′
3 =

1√
(3 − i) · (3 − i

)
+ (3 − i) · (3 − i

)
+ (−2 + 4i) · (−2 + 4i

)
⎛
⎜⎝

3 − i

3 − i

−2 + 4i

⎞
⎟⎠=

1√
40

⎛
⎜⎝

3 − i

3 − i

−2 + 4i

⎞
⎟⎠=

1

2
√

10

⎛
⎜⎝

3 − i

3 − i

−2 + 4i

⎞
⎟⎠である．よって，{b1, b2, b3}

=

⎧⎪⎨
⎪⎩

1√
3

⎛
⎜⎝
i

1

1

⎞
⎟⎠ , 1

2
√

6

⎛
⎜⎝

3 − i

−1 + 3i

2

⎞
⎟⎠ , 1

2
√

10

⎛
⎜⎝

3 − i

3 − i

−2 + 4i

⎞
⎟⎠
⎫⎪⎬
⎪⎭である．

解 14.2 まず，x, y ∈ V とすると，〈f(x + y) − f(x) − f(y), f(x + y) − f(x) −

f(y)
〉 (13.1),(13.11)

=
〈
f(x + y), f(x + y)

〉− 〈f(x + y), f(x)
〉− 〈f(x + y), f(y)

〉
− 〈f(x), f(x + y)

〉
+
〈
f(x), f(x)

〉
+
〈
f(x), f(y)

〉− 〈f(y), f(x + y)
〉

+
〈
f(y), f(x)

〉
+
〈
f(y), f(y)

〉 f に対する仮定
= 〈x + y,x + y〉 − 〈x + y,x〉 − 〈x +

y,y〉 − 〈x,x + y〉 + 〈x,x〉 + 〈x,y〉 − 〈y,x + y〉 + 〈y,x〉 + 〈y,y〉 = 0（ 半

線形性（定義 13.1 (2)，定理 13.1 (1), (2)）となる．すなわち，
〈
f(x + y) − f(x) −

f(y), f(x + y) − f(x) − f(y)
〉

= 0 である．よって，内積の正値性（定義 13.1 (3)）

より，f(x + y) − f(x) − f(y) = 0，すなわち，f(x + y) = f(x) + f(y) である．

また，c ∈ C，x ∈ V とすると，
〈
f(cx) − cf(x), f(cx) − cf(x)

〉 (13.1),(13.11)
=〈

f(cx), f(cx)
〉 − c̄

〈
f(cx), f(x)

〉 − c
〈
f(x), f(cx)

〉
+ cc̄

〈
f(x), f(x)

〉 f に対する仮定
=

〈cx, cx〉 − c̄〈cx,x〉 − c〈x, cx〉 + cc̄〈x,x〉 = 0（ 半線形性（定義 13.1 (2)），定理

13.1 (2)）となる．すなわち，
〈
f(cx) − cf(x), f(cx) − cf(x)

〉
= 0である．よって，内

積の正値性（定義 13.1 (3)）より，f(cx) − f(cx) = 0，すなわち，f(cx) = cf(x)であ

る．したがって，f は線形変換である．

解 14.3 (1)
∥∥f(x)

∥∥=
∥∥f(x) − 0

∥∥ f(0)=0
=

∥∥f(x) − f(0)
∥∥ f に対する仮定

= ‖x − 0‖ =
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‖x‖である．すなわち，∥∥f(x)
∥∥= ‖x‖である．

(2) まず，
∥∥f(x) − f(y)

∥∥2 (13.14)
=

〈
f(x) − f(y), f(x) − f(y)

〉
=
〈
f(x), f(x)

〉 −〈
f(x), f(y)

〉− 〈f(y), f(x)
〉
+
〈
f(y), f(y)

〉
（ 半線形性（定義13.1 (2)，定理13.1 (2)）

=
∥∥f(x)

∥∥2 − 〈f(x), f(y)
〉− 〈f(x), f(y)

〉
+
∥∥f(y)

∥∥2（ (13.14)，共役対称性（定義

13.1 (1)）
(1)
= ‖x‖2 − 2 Re

〈
f(x), f(y)

〉
+ ‖y‖2となる．すなわち，

∥∥f(x) − f(y)
∥∥2 =

‖x‖2 − 2 Re
〈
f(x), f(y)

〉
+ ‖y‖2である．同様に，‖x − y‖2 = ‖x‖2 − 2 Re 〈x,y〉 +

‖y‖2 である．ここで，f に対する仮定より，
∥∥f(x) − f(y)

∥∥2 = ‖x − y‖2 である．よっ

て，Re
〈
f(x), f(y)

〉
= Re 〈x,y〉である．

(3)まず，f の定義より，
〈
f(z), f(w)

〉
= 〈iz̄, iw̄〉 (13.2)

= iz̄ · iw̄ = z̄wである．よって，

Im
〈
f(z), f(w)

〉
=
z̄w − z̄w

2i
=
z̄w − zw̄

2i
である．一方，Im 〈z, w〉 (13.2)

=
zw̄ − zw̄

2i
=

zw̄ − z̄w

2i
である．よって，Im

〈
f(z), f(w)

〉
+ Im 〈z, w〉 = 0である．

解 14.4 標準エルミート内積の定義 (13.2)より，〈A∗x,y〉 = t(A∗x)y = tx t(A∗)y =

tx t
(
t(A)

)
y = txAy = txAy = 〈x, Ay〉となる．よって，あたえられた等式がなりたつ．

解 14.5 X, Y の (j, k)成分をそれぞれ xjk, yjk とすると，XY
∗ の (j, j)成分は

n∑
k=1

xjkyjk であることに注意する．さらに，Z ∈Mm,n(C)，c ∈ Cとする．〈 , 〉が定義

13.1の共役対称性，半線形性，正値性をみたすことを示せばよい．

共役対称性 〈X,Y 〉= tr (XY
∗
) =

m∑
j=1

n∑
k=1

xjkyjk =

m∑
j=1

n∑
k=1

yjkxjk = tr (Y X∗) =

〈Y,X〉である．よって，〈 , 〉は共役対称性をみたす．
半線形性 まず，〈X + Y, Z〉 = tr {(X + Y )Z∗} = tr (XZ∗ + Y Z∗) = tr (XZ∗) +

tr (Y Z∗) = 〈X,Z〉 + 〈Y, Z〉 である．また，〈X, cY 〉 = tr {X(cY )∗} (14.19)第 3式
=

tr {X(c̄Y ∗)} = c̄ tr (XY ∗) = c̄ 〈X,Y 〉である．よって，〈 , 〉は半線形性をみたす．

正値性 〈X,X〉 = tr (XX
∗
) =

m∑
j=1

n∑
k=1

xjkxjk =

m∑
j=1

n∑
k=1

|xjk|2 ≥ 0 である．さら

に，〈X,X〉 = 0となるのは，任意の j = 1, 2, · · · , mおよび k = 1, 2, · · · , nに対して，
xjk = 0，すなわち，X =Oのときである．よって，〈 , 〉は正値性をみたす．

解 14.6 (1) A ∈ U(1)をA=
(
a
)
= a (a ∈ C)と表しておく．このとき，AA∗ = E

［ (14.32)］より，aā= 1である．よって，|a|2 = 1となるので，|a| = 1である．したがっ

て，U(1)の元は絶対値が 1の複素数である．
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(2) A ∈ U(2) を A =

(
a b

c d

)
(a, b, c, d ∈ C) と表しておく．このとき，AA∗ = E

［ (14.32)］より，

(
a b

c d

)(
ā c̄

b̄ d̄

)
=

(
1 0

0 1

)
，すなわち，

(
|a|2 + |b|2 ac̄+ bd̄

cā+ db̄ |c|2 + |d|2
)

=

(
1 0

0 1

)
である．よって，

|a|2 + |b|2 = 1, ac̄+ bd̄= 0, |c|2 + |d|2 = 1 (∗)

である．(∗) の第 2 式より，ある λ ∈ C が存在し，(c̄, d̄) = λ̄(−b, a) となる．すなわち，
(c, d) = λ(−b̄, ā)である．これを，(∗)の第 3式に代入すると，|λ|2(|b|2 + |a|2) = 1で

ある．さらに，(∗) の第 1 式より，|λ| = 1 となる．したがって，A は A = λ

(
a b

−b̄ ā

)

(λ, a, b ∈ C，|λ| = 1，|a|2 + |b|2 = 1)と表される．

(3) A, B ∈ U(n)より，AA∗ =E，BB∗ =Eである［ (14.32)］．よって，(AB)(AB)∗

(14.19)第 2式
= ABB∗A∗ BB∗=E

= AEA∗ = AA∗ AA∗=E
= E である．すなわち，

(AB)(AB)∗ = E である．したがって，AB ∈ U(n)である．

(4) A ∈ U(n)より，AA∗ =Eである［ (14.32)］．よって，Aは正則であり，A−1 =A∗

である．また，(AA∗)∗ =E∗となり，(A∗)∗A∗ =Eである．したがって，A∗ ∈ U(n)で

ある．以上より，A−1 ∈ U(n)である．

§ 15の問題解答

解 15.1 AA∗ = A∗AとなるA ∈Mn(C)のこと．

解 15.2 (1) まず，AA∗ =

(
ai b

b ai

)(
−ai b

b −ai

)
=

(
a2 + b2 0

0 a2 + b2

)
であ

る．また，A∗A =

(
−ai b

b −ai

)(
ai b

b ai

)
=

(
a2 + b2 0

0 a2 + b2

)
である．よって，

AA∗ = A∗Aがなりたつので，Aは正規行列である．

(2) Aの固有多項式φA(λ)はφA(λ) = |λE −A| =
∣∣∣∣∣λ− ai −b

−b λ− ai

∣∣∣∣∣= (λ− ai)2 − b2

である．よって，固有方程式 φA(λ) = 0を解くと，Aの固有値 λは λ= ±b+ aiである．

(3) まず，固有値 λ= b+ aiに対するAの固有ベクトルを求める．同次連立 1次方程式
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(λE − A)x = 0 (∗)

においてλ= b+ aiを代入し，x =

(
x1

x2

)
とすると，

{
(b+ ai)E −A

}( x1

x2

)
= 0である．

すなわち，

(
b −b
−b b

)(
x1

x2

)
=

(
0

0

)
である．よって，bx1 − bx2 = 0，−bx1 + bx2 = 0

となり，b �= 0より，c ∈ Cを任意の定数として，x1 = cとおくと，解は x1 = c，x2 = cで

ある．したがって，x =

(
x1

x2

)
=

(
c

c

)
= c

(
1

1

)
と表されるので，c= 1としたベクトル

q1 =

(
1

1

)
は固有値λ= b+ aiに対するAの固有ベクトルである．次に，固有値λ=−b+ ai

に対するAの固有ベクトルを求める．(∗)においてλ= −b+ aiを代入し，x =

(
x1

x2

)
とす

ると，
{
(−b+ ai)E −A

}( x1

x2

)
= 0である．すなわち，

(
−b −b
−b −b

)(
x1

x2

)
=

(
0

0

)
で

ある．よって，−bx1 − bx2 = 0となり，b �= 0より，c∈Cを任意の定数として，x1 = cとお

くと，解は x1 = c，x2 = −cである．したがって，x =

(
x1

x2

)
=

(
c

−c

)
= c

(
1

−1

)
と表

されるので，c= 1としたベクトル q2 =

(
1

−1

)
は固有値λ= −b+ aiに対するAの固有ベ

クトルである．上で得られたベクトル q1, q2を正規化すると，p1 =
1

‖q1‖
q1 =

1√
2

(
1

1

)
，

p2 =
1

‖q2‖
q2 =

1√
2

(
1

−1

)
となる．これらを並べたものとP とおくと，P =

(
p1 p2

)
=

1√
2

(
1 1

1 −1

)
である．このとき，P はユニタリ行列なので，逆行列P−1をもつ．さらに，

P−1AP =

(
b+ ai 0

0 −b+ ai

)
となり，Aは P によって対角化される．

解 15.3 (1) AA∗ =

(
cos θ i sin θ

−i sin θ − cos θ

)(
cos θ i sin θ

−i sin θ − cos θ

)
=

(
cos2 θ + sin2 θ 0

0 sin2 θ + cos2 θ

)
= E である．よって，Aはユニタリ行列である．
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(2) A の固有多項式 φA(λ) は φA(λ) = |λE − A| =

∣∣∣∣∣λ− cos θ −i sin θ
i sin θ λ+ cos θ

∣∣∣∣∣ = λ2 −

cos2 θ − sin2 θ = λ2 − 1である．よって，固有方程式 φA(λ) = 0を解くと，Aの固有値

λは λ= ±1である．

(3)まず，固有値 λ= 1に対するAの固有ベクトルを求める．同次連立 1次方程式

(λE − A)x = 0 (∗)

において λ= 1を代入し，x =

(
x1

x2

)
とすると，(E −A)

(
x1

x2

)
= 0である．すなわち，

(
1 − cos θ −i sin θ
i sin θ 1 + cos θ

)(
x1

x2

)
=

(
0

0

)
である．よって，(1 − cos θ)x1 − i(sin θ)x2 =

0，i(sin θ)x1 + (1 + cos θ)x2 = 0 となり，0 < θ < 2π，θ �= π より，c ∈ C を任意の

定数として，解は x1 = ci sin θ，x2 = c(1 − cos θ)である．したがって，x =

(
x1

x2

)
=

(
ci sin θ

c(1−cos θ)

)
= c

(
i sin θ

1−cos θ

)
と表されるので，c= 1としたベクトルq1 =

(
i sin θ

1−cos θ

)

は固有値λ= 1に対するAの固有ベクトルである．次に，固有値λ=−1に対するAの固有ベク

トルを求める．(∗)においてλ=−1を代入し，x =

(
x1

x2

)
とすると，(−E −A)

(
x1

x2

)
= 0

である．すなわち，

(
−1 − cos θ −i sin θ
i sin θ −1 + cos θ

)(
x1

x2

)
=

(
0

0

)
である．よって，(−1 −

cos θ)x1 − i(sin θ)x2 = 0，i(sin θ)x1 + (−1 + cos θ)x2 = 0となり，0< θ < 2π，θ �= π

より，c∈Cを任意の定数として，解はx1 =−ci sin θ，x2 = c(1 + cos θ)である．したがって，

x =

(
x1

x2

)
=

(
−ci sin θ
c(1 + cos θ)

)
= c

(
−i sin θ
1 + cos θ

)
と表されるので，c= 1としたベクトル

q2 =

(
−i sin θ
1 + cos θ

)
は固有値λ=−1に対するAの固有ベクトルである．上で得られたベクト

ルq1, q2を正規化すると，p1 =
1

‖q1‖
q1 =

1√
2(1 − cos θ)

(
i sin θ

1 − cos θ

)
=

(
i cos θ

2

sin θ
2

)
，

p2 =
1

‖q2‖
q2 =

1√
2(1 + cos θ)

(
−i sin θ
1 + cos θ

)
=

(
−i sin θ

2

cos θ
2

)
となる．これらを並べた

ものと P とおくと，P =
(

p1 p2
)
=

(
i cos θ

2 −i sin θ
2

sin θ
2 cos θ

2

)
である．このとき，P はユ
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ニタリ行列なので，逆行列 P−1 をもつ．さらに，P−1AP =

(
1 0

0 −1

)
となり，Aは P

によって対角化される．

解 15.4 (1) A∗ = AとなるA ∈Mn(C)のこと．

(2) 1© λ， 2© λ̄， 3© A∗， 4© A， 5© 0， 6© 0

(3) まず，A の固有多項式 φA(λ) は φA(λ) = |λE − A| =

∣∣∣∣∣∣∣
λ− 2 0 −i

0 λ− 3 0

i 0 λ− 2

∣∣∣∣∣∣∣ =
(λ − 2)2(λ − 3) − (−i) · i · (λ − 3)（ サラスの方法）= (λ − 3)

{
(λ − 2)2 − 1

}
=

(λ− 1)(λ− 3)2である．よって，固有方程式φA(λ) = 0を解くと，Aの固有値λはλ= 1, 3

である（3は 2重解）．次に，固有値 λ= 1に対するAの固有ベクトルを求める．同次連立 1

次方程式

(λE − A)x = 0 (∗)

において λ = 1 を代入し，x =

⎛
⎜⎝
x1

x2

x3

⎞
⎟⎠ とすると，(E − A)

⎛
⎜⎝
x1

x2

x3

⎞
⎟⎠ = 0 である．すなわ

ち，

⎛
⎜⎝

−1 0 −i
0 −2 0

i 0 −1

⎞
⎟⎠
⎛
⎜⎝
x1

x2

x3

⎞
⎟⎠ =

⎛
⎜⎝

0

0

0

⎞
⎟⎠ である．よって，−x1 − ix3 = 0，−2x2 = 0，

ix1 − x3 = 0となり，c ∈ Cを任意の定数として，x1 = cとおくと，解は x1 = c，x2 = 0，

x3 = ciである．したがって，x =

⎛
⎜⎝
x1

x2

x3

⎞
⎟⎠=

⎛
⎜⎝
c

0

ci

⎞
⎟⎠= c

⎛
⎜⎝

1

0

i

⎞
⎟⎠と表されるので，c= 1とした

ベクトルq1 =

⎛
⎜⎝

1

0

i

⎞
⎟⎠は固有値λ= 1に対するAの固有ベクトルである．さらに，q1を正規化す

ると，p1 =
1

‖q1‖
q1 =

1√
2

⎛
⎜⎝

1

0

i

⎞
⎟⎠となる．また，固有値λ= 3に対するAの固有ベクトルを求

める．(∗)においてλ= 3を代入し，x =

⎛
⎜⎝
x1

x2

x3

⎞
⎟⎠とすると，(3E−A)

⎛
⎜⎝
x1

x2

x3

⎞
⎟⎠= 0である．す
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なわち，

⎛
⎜⎝

1 0 −i
0 0 0

i 0 1

⎞
⎟⎠
⎛
⎜⎝
x1

x2

x3

⎞
⎟⎠=

⎛
⎜⎝

0

0

0

⎞
⎟⎠である．よって，x1 − ix3 = 0，ix1 + x3 = 0とな

り，c1, c2 ∈Cを任意の定数として，x1 = c1，x2 = c2とおくと，解はx1 = c1，x2 = c2，x3 =

−c1iである．したがって，x =

⎛
⎜⎝
x1

x2

x3

⎞
⎟⎠=

⎛
⎜⎝

c1

c2

−c1i

⎞
⎟⎠= c1

⎛
⎜⎝

1

0

−i

⎞
⎟⎠+ c2

⎛
⎜⎝

0

1

0

⎞
⎟⎠と表されるの

で，c1 = 1，c2 = 0としたベクトルq2 =

⎛
⎜⎝

1

0

−i

⎞
⎟⎠，c1 = 0，c2 = 1としたベクトルq3 =

⎛
⎜⎝

0

1

0

⎞
⎟⎠

は固有値λ= 3に対するAの1次独立な固有ベクトルである．さらに，グラム –シュミットの直

交化法（定理14.1）より，p2 =
1

‖q2‖
q2 =

1√
2

⎛
⎜⎝

1

0

−i

⎞
⎟⎠，p

′
3 = q3 − 〈q3,p2〉p2 =

⎛
⎜⎝

0

1

0

⎞
⎟⎠−

〈⎛⎜⎝
0

1

0

⎞
⎟⎠ , 1√

2

⎛
⎜⎝

1

0

−i

⎞
⎟⎠
〉

· 1√
2

⎛
⎜⎝

1

0

−i

⎞
⎟⎠ =

⎛
⎜⎝

0

1

0

⎞
⎟⎠ − 0

⎛
⎜⎝

1

0

−i

⎞
⎟⎠ =

⎛
⎜⎝

0

1

0

⎞
⎟⎠，p3 =

1

‖p′
3‖

p
′
3 =

⎛
⎜⎝

0

1

0

⎞
⎟⎠となる．以上より，P =

(
p1 p2 p3

)
=

⎛
⎜⎜⎝

1√
2

1√
2

0

0 0 1
1√
2
i − 1√

2
i 0

⎞
⎟⎟⎠とおくと，P は

ユニタリ行列なので，逆行列 P−1をもつ．さらに，P−1AP =

⎛
⎜⎝

1 0 0

0 3 0

0 0 3

⎞
⎟⎠となり，Aは

P によって対角化される．

解 15.5 (1) A∗ = −AとなるA ∈Mn(C)のこと．

(2) A ∈Mn(C) を歪エルミート行列，λ ∈ C を A の固有値，x ∈ Cn を固有値 λ に対

する A の固有ベクトルとする．このとき，〈x, Ax〉 = 〈x, λx〉 = λ̄〈x,x〉 となる．一方，

〈x, Ax〉 問 14.4
= 〈A∗x,x〉 A∗=−A

= 〈−Ax,x〉 = 〈−λx,x〉 = −λ〈x,x〉である．よっ
て，
(
λ+ λ̄

)〈x,x〉 = 0である．ここで，固有ベクトルの定義より，x �= 0である．よって，

エルミート内積の正値性（定義 13.1 (3)）より，〈x,x〉> 0である．したがって，λ+ λ̄= 0

となる．すなわち，歪エルミート行列の固有値は純虚数である．

(3)まず，Aの固有多項式φA(λ)はφA(λ) = |λE −A| =

∣∣∣∣∣∣∣
λ− i −1 0

1 λ −1

0 1 λ− i

∣∣∣∣∣∣∣= λ(λ−
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i)2 + 2(λ − i)（ サラスの方法）= (λ − i)
{
λ(λ − i) + 2

}
= (λ + i)(λ − i)(λ − 2i)

である．よって，固有方程式 φA(λ) = 0を解くと，Aの固有値 λは λ= ±i, 2iである．次

に，固有値 λ= −iに対するAの固有ベクトルを求める．同次連立 1次方程式

(λE − A)x = 0 (∗)

においてλ=−iを代入し，x =

⎛
⎜⎝
x1

x2

x3

⎞
⎟⎠とすると，(−iE−A)

⎛
⎜⎝
x1

x2

x3

⎞
⎟⎠= 0である．すなわち，

⎛
⎜⎝

−2i −1 0

1 −i −1

0 1 −2i

⎞
⎟⎠
⎛
⎜⎝
x1

x2

x3

⎞
⎟⎠=

⎛
⎜⎝

0

0

0

⎞
⎟⎠である．よって，−2ix1 − x2 = 0，x1 − ix2 − x3 =

0，x2 − 2ix3 = 0 となり，c ∈ C を任意の定数として，x1 = c とおくと，解は x1 = c，

x2 = −2ci，x3 = −cである．したがって，x =

⎛
⎜⎝
x1

x2

x3

⎞
⎟⎠=

⎛
⎜⎝

c

−2ci

−c

⎞
⎟⎠= c

⎛
⎜⎝

1

−2i

−1

⎞
⎟⎠と表さ

れるので，c= 1としたベクトル q1 =

⎛
⎜⎝

1

−2i

−1

⎞
⎟⎠は固有値λ= −iに対するAの固有ベクトル

である．さらに，q1を正規化すると，p1 =
1

‖q1‖
q1 =

1√
6

⎛
⎜⎝

1

−2i

−1

⎞
⎟⎠となる．また，固有値

λ= iに対するAの固有ベクトルを求める．(∗)においてλ= iを代入し，x =

⎛
⎜⎝
x1

x2

x3

⎞
⎟⎠とする

と，(iE − A)

⎛
⎜⎝
x1

x2

x3

⎞
⎟⎠ = 0である．すなわち，

⎛
⎜⎝

0 −1 0

1 i −1

0 1 0

⎞
⎟⎠
⎛
⎜⎝
x1

x2

x3

⎞
⎟⎠ =

⎛
⎜⎝

0

0

0

⎞
⎟⎠である．

よって，−x2 = 0，x1 + ix2 − x3 = 0，x2 = 0となり，c∈Cを任意の定数として，x1 = cと

おくと，解はx1 = c，x2 = 0，x3 = cである．したがって，x =

⎛
⎜⎝
x1

x2

x3

⎞
⎟⎠=

⎛
⎜⎝
c

0

c

⎞
⎟⎠= c

⎛
⎜⎝

1

0

1

⎞
⎟⎠

と表されるので，c= 1としたベクトル q2 =

⎛
⎜⎝

1

0

1

⎞
⎟⎠は固有値 λ= iに対するAの固有ベクト
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ルである．さらに，q2を正規化すると，p2 =
1

‖q2‖
q2 =

1√
2

⎛
⎜⎝

1

0

1

⎞
⎟⎠となる．最後に，固有

値 λ= 2iに対するAの固有ベクトルを求める．(∗)において λ= 2iを代入し，x =

⎛
⎜⎝
x1

x2

x3

⎞
⎟⎠

とすると，(2iE − A)

⎛
⎜⎝
x1

x2

x3

⎞
⎟⎠ = 0である．すなわち，

⎛
⎜⎝
i −1 0

1 2i −1

0 1 i

⎞
⎟⎠
⎛
⎜⎝
x1

x2

x3

⎞
⎟⎠ =

⎛
⎜⎝

0

0

0

⎞
⎟⎠

である．よって，ix1 − x2 = 0，x1 + 2ix2 − x3 = 0，x2 + ix3 = 0となり，c ∈ Cを任

意の定数として，x1 = cとおくと，解は x1 = c，x2 = ic，x3 = −cである．したがって，

x =

⎛
⎜⎝
x1

x2

x3

⎞
⎟⎠=

⎛
⎜⎝

c

ic

−c

⎞
⎟⎠= c

⎛
⎜⎝

1

i

−1

⎞
⎟⎠と表されるので，c= 1としたベクトルq3 =

⎛
⎜⎝

1

i

−1

⎞
⎟⎠は

固有値λ= 2iに対するAの固有ベクトルである．さらに，q3を正規化すると，p3 =
1

‖q3‖
q3 =

1√
3

⎛
⎜⎝

1

i

−1

⎞
⎟⎠となる．以上より，P =

(
p1 p2 p3

)
=

⎛
⎜⎜⎝

1√
6

1√
2

1√
3

− 2√
6
i 0 1√

3
i

− 1√
6

1√
2

− 1√
3

⎞
⎟⎟⎠とおく

と，P はユニタリ行列なので，逆行列P−1をもつ．さらに，P−1AP =

⎛
⎜⎝

−i 0 0

0 i 0

0 0 2i

⎞
⎟⎠と

なり，Aは P によって対角化される．

§ 16の問題解答

解 16.1 (1) AtA= tAAとなるA ∈Mn(R)のこと．

(2) Aを実正規行列とし，λ1, · · · , λr ∈RをAのすべての実数の固有値，a1 ± b1i, · · · , as ±
bsi (a1, · · · , as, b1, · · · , bs ∈ R)をAのすべての実数ではない固有値とする．このとき，

Aに対する標準形は

［ 式変形とスペースの関係上，次のページに続きます］
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⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

λ1

. . . 0
λr

a1 −b1
b1 a1

. . .

0 as −bs

bs as

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

である［ (16.5)］．

解 16.2 (1) Aの固有多項式はφA(λ) = |λE −A| =

∣∣∣∣∣∣∣
λ− 2 −1 1

−1 λ− 2 −1

1 −1 λ− 2

∣∣∣∣∣∣∣= (λ−

2)3 + 1 + 1 − (λ− 2) − (λ− 2) − (λ− 2)（ サラスの方法）= (λ− 2)3 − 3(λ− 2) +

2 =
{
(λ− 2) − 1

}{
(λ− 2)2 + (λ− 2) − 2

}
= (λ− 3)

{
(λ− 2) − 1

}{
(λ− 2) + 2

}
=

λ(λ− 3)2である．よって，固有方程式 φA(λ) = 0を解くと，Aの固有値 λは λ= 0, 3で

ある（3は 2重解）．

(2)まず，固有値 λ= 0に対するAの固有ベクトルを求める．同次連立 1次方程式

(λE − A)x = 0 (∗)

において λ = 0を代入し，x =

⎛
⎜⎝
x1

x2

x3

⎞
⎟⎠とすると，(0E − A)

⎛
⎜⎝
x1

x2

x3

⎞
⎟⎠ = 0である．すなわ

ち，

⎛
⎜⎝

−2 −1 1

−1 −2 −1

1 −1 −2

⎞
⎟⎠
⎛
⎜⎝
x1

x2

x3

⎞
⎟⎠ =

⎛
⎜⎝

0

0

0

⎞
⎟⎠である．ここで，係数行列の行に関する基本変形

を行うと，

⎛
⎜⎝

−2 −1 1

−1 −2 −1

1 −1 −2

⎞
⎟⎠
第 1行+第 3行×2
第 2行+第 3行−→

⎛
⎜⎝

0 −3 −3

0 −3 −3

1 −1 −2

⎞
⎟⎠第 2行−第 1行−→

⎛
⎜⎝

0 −3 −3

0 0 0

1 −1 −2

⎞
⎟⎠ 第 1行× (−1

3

)
−→

⎛
⎜⎝

0 1 1

0 0 0

1 −1 −2

⎞
⎟⎠ 第 3行+第 1行−→

⎛
⎜⎝

0 1 1

0 0 0

1 0 −1

⎞
⎟⎠ とな

る．よって，方程式に戻すと，x2 + x3 = 0，x1 − x3 = 0である．したがって，c ∈ Cを

任意の定数として，x1 = cとおくと，解は x1 = c，x2 = −c，x3 = cとなる．以上より，
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x =

⎛
⎜⎝
x1

x2

x3

⎞
⎟⎠=

⎛
⎜⎝

c

−c
c

⎞
⎟⎠= c

⎛
⎜⎝

1

−1

1

⎞
⎟⎠と表されるので，c= 1としたベクトルq1 =

⎛
⎜⎝

1

−1

1

⎞
⎟⎠は

固有値λ= 0に対するAの固有ベクトルである．さらに，q1を正規化すると，p1 =
1

‖q1‖
q1 =

1√
3

⎛
⎜⎝

1

−1

1

⎞
⎟⎠ となる．次に，固有値 λ = 3 に対する A の固有ベクトルを求める．(∗) にお

いて λ = 3 を代入し，x =

⎛
⎜⎝
x1

x2

x3

⎞
⎟⎠ とすると，(3E − A)

⎛
⎜⎝
x1

x2

x3

⎞
⎟⎠ = 0 である．すなわち，

⎛
⎜⎝

1 −1 1

−1 1 −1

1 −1 1

⎞
⎟⎠
⎛
⎜⎝
x1

x2

x3

⎞
⎟⎠=

⎛
⎜⎝

0

0

0

⎞
⎟⎠である．よって，x1 − x2 + x3 = 0となり，c1, c2 ∈C

を任意の定数として，x1 = c1，x2 = c2とおくと，解はx1 = c1，x2 = c2，x3 =−c1 + c2で

ある．したがって，x =

⎛
⎜⎝
x1

x2

x3

⎞
⎟⎠=

⎛
⎜⎝

c1

c2

−c1 + c2

⎞
⎟⎠= c1

⎛
⎜⎝

1

0

−1

⎞
⎟⎠+ c2

⎛
⎜⎝

0

1

1

⎞
⎟⎠と表されるの

で，c1 = 1，c2 = 0としたベクトルq2 =

⎛
⎜⎝

1

0

−1

⎞
⎟⎠，c1 = 0，c2 = 1としたベクトルq3 =

⎛
⎜⎝

0

1

1

⎞
⎟⎠

は固有値 λ= 3に対するAの 1次独立な固有ベクトルである．さらに，グラム –シュミット

の直交化法（定理 14.1）より，p2 =
1

‖q2‖
q2 =

1√
2

⎛
⎜⎝

1

0

−1

⎞
⎟⎠，p

′
3 = q3 − 〈q3,p2〉p2 =

⎛
⎜⎝

0

1

1

⎞
⎟⎠−

〈⎛⎜⎝
0

1

1

⎞
⎟⎠ , 1√

2

⎛
⎜⎝

1

0

−1

⎞
⎟⎠
〉

· 1√
2

⎛
⎜⎝

1

0

−1

⎞
⎟⎠=

⎛
⎜⎝

0

1

1

⎞
⎟⎠+

1

2

⎛
⎜⎝

1

0

−1

⎞
⎟⎠=

1

2

⎛
⎜⎝

1

2

1

⎞
⎟⎠，p3 =

1

‖p′
3‖

p
′
3 =

1√
6

⎛
⎜⎝

1

2

1

⎞
⎟⎠となる．以上より，P =

(
p1 p2 p3

)
=

⎛
⎜⎜⎝

1√
3

1√
2

1√
6

− 1√
3

0 2√
6

1√
3

− 1√
2

1√
6

⎞
⎟⎟⎠

とおくと，P は直交行列なので，逆行列 P−1をもつ．さらに，P−1AP =

⎛
⎜⎝

0 0 0

0 3 0

0 0 3

⎞
⎟⎠と
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なり，Aは P によって対角化される．

解 16.3 (1) A の固有多項式 φA(λ) は φA(λ) = |λE − A| =

∣∣∣∣∣∣∣
λ 0 −3

0 λ −4

3 4 λ

∣∣∣∣∣∣∣ = λ3 +

9λ+ 16λ（ サラスの方法）= λ(λ2 + 25)である．よって，固有方程式 φA(λ) = 0を解

くと，Aの固有値 λは λ= 0, ±5iである．

(2)まず，固有値 λ= 0に対するAの固有ベクトルを求める．同次連立 1次方程式

(λE − A)x = 0 (∗)

においてλ= 0を代入し，x =

⎛
⎜⎝
x1

x2

x3

⎞
⎟⎠とすると，(0E −A)

⎛
⎜⎝
x1

x2

x3

⎞
⎟⎠= 0である．すなわち，

⎛
⎜⎝

0 0 −3

0 0 −4

3 4 0

⎞
⎟⎠
⎛
⎜⎝
x1

x2

x3

⎞
⎟⎠=

⎛
⎜⎝

0

0

0

⎞
⎟⎠である．よって，−3x3 = 0，−4x3 = 0，3x1 + 4x2 = 0

となり，c ∈ C を任意の定数として，解は x1 = 4c，x2 = −3c，x3 = 0 である．した

がって，x =

⎛
⎜⎝
x1

x2

x3

⎞
⎟⎠ =

⎛
⎜⎝

4c

−3c

0

⎞
⎟⎠ = c

⎛
⎜⎝

4

−3

0

⎞
⎟⎠ と表されるので，c = 1 としたベクトル

p′
1 =

⎛
⎜⎝

4

−3

0

⎞
⎟⎠ は固有値 λ = 0 に対する A の固有ベクトルである．次に，固有値 λ = 5i

に対する Aの固有ベクトルを求める．(∗)において λ = 5iを代入し，x =

⎛
⎜⎝
x1

x2

x3

⎞
⎟⎠とする

と，(5iE −A)

⎛
⎜⎝
x1

x2

x3

⎞
⎟⎠= 0である．すなわち，

⎛
⎜⎝

5i 0 −3

0 5i −4

3 4 5i

⎞
⎟⎠
⎛
⎜⎝
x1

x2

x3

⎞
⎟⎠=

⎛
⎜⎝

0

0

0

⎞
⎟⎠である．

ここで，係数行列の行に関する基本変形を行うと，

⎛
⎜⎝

5i 0 −3

0 5i −4

3 4 5i

⎞
⎟⎠第 3行+第 1行×3

5 i−→

⎛
⎜⎝

5i 0 −3

0 5i −4

0 4 16
5 i

⎞
⎟⎠第 3行+第 2行×4

5 i−→

⎛
⎜⎝

5i 0 −3

0 5i −4

0 0 0

⎞
⎟⎠となる．よって，方程式に戻すと，
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5ix1 − 3x3 = 0，5ix2 − 4x3 = 0である．したがって，c ∈ Cを任意の定数として，解は

x1 = 3ci，x2 = 4ci，x3 = −5cとなる．以上より，x =

⎛
⎜⎝
x1

x2

x3

⎞
⎟⎠=

⎛
⎜⎝

3ci

4ci

−5c

⎞
⎟⎠= c

⎛
⎜⎝

3i

4i

−5

⎞
⎟⎠

と表されるので，c = 1としたベクトル u′
1 =

⎛
⎜⎝

3i

4i

−5

⎞
⎟⎠は固有値 λ = 5iに対する Aの固有

ベクトルである．さらに，定理 16.1より，ベクトル u′
1 = −

⎛
⎜⎝

3i

4i

5

⎞
⎟⎠は固有値 λ = −5iに

対するAの固有ベクトルである．

(3)まず，(2)で得られたベクトルp′
1を正規化すると，p1 =

1

‖p′
1‖

=
1

5

⎛
⎜⎝

4

−3

0

⎞
⎟⎠である．ま

た，(2)で得られたベクトルu′
1，u′

1を正規化すると，u1 =
1

‖u′
1‖

u
′
1 =

1

5
√

2

⎛
⎜⎝

3i

4i

−5

⎞
⎟⎠，u1 =

− 1

5
√

2

⎛
⎜⎝

3i

4i

5

⎞
⎟⎠である．さらに，q1 =

1√
2
(u1 + u1), q2 =

i√
2
(u1 − u1)とおくと，q1 =

⎛
⎜⎝

0

0

−1

⎞
⎟⎠，q2 = −1

5

⎛
⎜⎝

3

4

0

⎞
⎟⎠である．よって，P =

(
p1 q1 q2

)
=

1

5

⎛
⎜⎝

4 0 −3

−3 0 −4

0 −5 0

⎞
⎟⎠

とおくと，P は直交行列なので，逆行列 P−1 をもつ．さらに，P−1AP =

⎛
⎜⎝

0 0 0

0 0 −5

0 5 0

⎞
⎟⎠

となり，Aの標準形が得られる．

解 16.4 (1) A
t
A=

1

3

⎛
⎜⎝

1 −2 −2

2 −1 2

−2 −2 1

⎞
⎟⎠ · 1

3

⎛
⎜⎝

1 2 −2

−2 −1 −2

−2 2 1

⎞
⎟⎠=Eである．よって，

Aは直交行列である．

(2) Aの固有多項式 φA(λ)は φA(λ) =
1

33
|3λE − 3A|である．ここで，|3λE − 3A| =

∣∣∣∣∣∣∣
3λ− 1 2 2

−2 3λ+ 1 −2

2 2 3λ− 1

∣∣∣∣∣∣∣= (3λ− 1)2(3λ+ 1) − 8 − 8 − 4(3λ+ 1) + 4(3λ− 1) +
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4(3λ− 1)（ サラスの方法）=
(
9λ2 − 1

)
(3λ− 1) + 12λ− 28 = 9

(
3λ3 − λ2 + λ− 3

)
=

9(λ − 1)
(
3λ2 + 2λ + 3

)
である．よって，固有方程式 φA(λ) = 0を解くと，Aの固有値

λは λ= 1,
−1 ± 2

√
2i

3
である．

(3)まず，固有値 λ= 1に対するAの固有ベクトルを求める．同次連立 1次方程式

(λE − A)x = 0 (∗)

において λ= 1を代入し，x =

⎛
⎜⎝
x1

x2

x3

⎞
⎟⎠とすると，(E −A)

⎛
⎜⎝
x1

x2

x3

⎞
⎟⎠= 0である．すなわち，

(3E − 3A)

⎛
⎜⎝
x1

x2

x3

⎞
⎟⎠= 0より，

⎛
⎜⎝

2 2 2

−2 4 −2

2 2 2

⎞
⎟⎠
⎛
⎜⎝
x1

x2

x3

⎞
⎟⎠=

⎛
⎜⎝

0

0

0

⎞
⎟⎠である．ここで，係数行列

の行に関する基本変形を行うと，

⎛
⎜⎝

2 2 2

−2 4 −2

2 2 2

⎞
⎟⎠
第 2行+第 1行
第 3行−第 1行−→

⎛
⎜⎝

2 2 2

0 6 0

0 0 0

⎞
⎟⎠
第 1行×1

2
第 2行×1

6−→

⎛
⎜⎝

1 1 1

0 1 0

0 0 0

⎞
⎟⎠第 1行−第 2行−→

⎛
⎜⎝

1 0 1

0 1 0

0 0 0

⎞
⎟⎠となる．よって，方程式に戻すと，x1 + x3 = 0，

x2 = 0である．したがって，c ∈ Cを任意の定数として，解は x1 = c，x2 = 0，x3 = −c

となる．以上より，x =

⎛
⎜⎝
x1

x2

x3

⎞
⎟⎠ =

⎛
⎜⎝

c

0

−c

⎞
⎟⎠ = c

⎛
⎜⎝

1

0

−1

⎞
⎟⎠ と表されるので，c = 1 とした

ベクトル p′
1 =

⎛
⎜⎝

1

0

−1

⎞
⎟⎠は固有値 λ = 1に対する Aの固有ベクトルである．次に，固有値

λ =
−1 + 2

√
2i

3
に対する Aの固有ベクトルを求める．(∗)において λ =

−1 + 2
√

2i

3
を

代入し，x =

⎛
⎜⎝
x1

x2

x3

⎞
⎟⎠ とすると，

(
−1 + 2

√
2i

3
E − A

)⎛⎜⎝
x1

x2

x3

⎞
⎟⎠ = 0 である．すなわち，

⎛
⎜⎝

−1 +
√

2i 1 1

−1
√

2i −1

1 1 −1 +
√

2i

⎞
⎟⎠
⎛
⎜⎝
x1

x2

x3

⎞
⎟⎠=

⎛
⎜⎝

0

0

0

⎞
⎟⎠である．ここで，係数行列の行に関す
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る基本変形を行うと，

⎛
⎜⎝

−1 +
√

2i 1 1

−1
√

2i −1

1 1 −1 +
√

2i

⎞
⎟⎠
第 1行−第 3行×(−1 +

√
2i)

第 2行+第 3行−→

⎛
⎜⎝

0 2 − √
2i 2 + 2

√
2i

0 1 +
√

2i −2 +
√

2i

1 1 −1 +
√

2i

⎞
⎟⎠
第 1行× 1

2−√
2i

第 2行× 1
1+

√
2i−→

⎛
⎜⎝

0 1
√

2i

0 1
√

2i

1 1 −1 +
√

2i

⎞
⎟⎠
第 2行−第 1行
第 3行−第 1行−→

⎛
⎜⎝

0 1
√

2i

0 0 0

1 0 −1

⎞
⎟⎠となる．よって，方程式に戻すと，x2 +

√
2ix3 = 0，x1 − x3 = 0であ

る．したがって，c ∈ Cを任意の定数として，x1 = cとおくと，解は x1 = c，x2 = −√
2ci，

x3 = c となる．以上より，x =

⎛
⎜⎝
x1

x2

x3

⎞
⎟⎠ =

⎛
⎜⎝

c

−√
2ci

c

⎞
⎟⎠ = c

⎛
⎜⎝

1

−√
2i

1

⎞
⎟⎠ と表されるので，

c = 1としたベクトル u′
1 =

⎛
⎜⎝

1

−√
2i

1

⎞
⎟⎠は固有値 λ =

−1 + 2
√

2i

3
に対するAの固有ベク

トルである．さらに，定理 16.1より，ベクトル u′
1 =

⎛
⎜⎝

1√
2i

1

⎞
⎟⎠は固有値 λ=

−1 − 2
√

2i

3

に対するAの固有ベクトルである．

(4)まず，(3)で得られたベクトルp′
1を正規化すると，p1 =

1

‖p′
1‖

=
1√
2

⎛
⎜⎝

1

0

−1

⎞
⎟⎠である．ま

た，(3)で得られたベクトルu′
1，u′

1を正規化すると，u1 =
1

‖u′
1‖

u
′
1 =

1

2

⎛
⎜⎝

1

−√
2i

1

⎞
⎟⎠，u1 =

1

2

⎛
⎜⎝

1√
2i

1

⎞
⎟⎠である．さらに，q1 =

1√
2
(u1 + u1)，q2 =

i√
2
(u1 − u1)とおくと，q1 =

1√
2

⎛
⎜⎝

1

0

1

⎞
⎟⎠，q2 =

⎛
⎜⎝

0

1

0

⎞
⎟⎠である．よって，P = ( p1 q1 q2 ) =

⎛
⎜⎜⎝

1√
2

1√
2

0

0 0 1

− 1√
2

1√
2

0

⎞
⎟⎟⎠とお
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くと，P は直交行列なので，逆行列P−1をもつ．さらに，P−1
AP =

1

3

⎛
⎜⎝

3 0 0

0 −1 −2
√

2

0 2
√

2 −1

⎞
⎟⎠

となり，Aの標準形が得られる．

§ 17の問題解答

解 17.1 十分性の仮定，すなわち，任意のx ∈ V に対して，b(x,x) = 0であることより，

x, y ∈ V とすると，0 = b(x + y,x + y) = b(x,x) + b(x,y) + b(y,x) + b(y,y)（

双 1次形式の定義（定義 17.1））= 0 + b(x,y) + b(y,x) + 0 = b(x,y) + b(y,x)とな

る．すなわち，b(x,y) = −b(y,x)である．よって，bは交代形式である．

解 17.2 (17.13), (17.14)より，As =
1

2

(
A+

t
A
)
，Aa =

1

2

(
A− t

A
)
とおくと，bA

の対称部分，交代部分はそれぞれ bAs
, bAa

である．

(1) まず，As =
1

2

((
1 4

0 1

)
+

(
1 0

4 1

))
=

(
1 2

2 1

)
，Aa =

1

2

((
1 4

0 1

)
−
(

1 0

4 1

))

=

(
0 2

−2 0

)
である．ここで，As の固有多項式 φAs

(λ)は φAs
(λ) = |λE − As| =

∣∣∣∣∣λ− 1 −2

−2 λ− 1

∣∣∣∣∣= (λ− 1)2 − (−2) · (−2) = λ2 − 2λ+ 1 − 4 = (λ+ 1)(λ− 3)であ

る．よって，固有方程式 φAs
(λ) = 0を解くと，As の固有値は λ = −1, 3となり，As の

固有値は正のもの 1個と負のもの 1個からなる．したがって，bA の対称部分 bAs
の符号数

は (1, 1)である．また，Aa は正則となるので，bA の交代部分 bAa
の階数は rankAa = 2

である．

(2)まず，As =
1

2

⎛
⎜⎝
⎛
⎜⎝

1 2 0

0 1 2

0 −2 2

⎞
⎟⎠+

⎛
⎜⎝

1 0 0

2 1 −2

0 2 2

⎞
⎟⎠
⎞
⎟⎠=

⎛
⎜⎝

1 1 0

1 1 0

0 0 2

⎞
⎟⎠，Aa =

1

2

⎛
⎜⎝
⎛
⎜⎝

1 2 0

0 1 2

0 −2 2

⎞
⎟⎠−

⎛
⎜⎝

1 0 0

2 1 −2

0 2 2

⎞
⎟⎠
⎞
⎟⎠=

⎛
⎜⎝

0 1 0

−1 0 2

0 −2 0

⎞
⎟⎠である．ここで，Asの固有多

項式 φAs
(λ)は φAs

(λ) = |λE − As| =

∣∣∣∣∣∣∣
λ− 1 −1 0

−1 λ− 1 0

0 0 λ− 2

∣∣∣∣∣∣∣ = (λ− 1)2(λ− 2) −

(λ− 2)（ サラスの方法）= (λ− 2)
(
λ2 − 2λ + 1 − 1

)
= λ(λ− 2)2 である．よって，
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固有方程式 φAs
(λ) = 0を解くと，As の固有値は λ= 0, 2となり，λ= 2が固有方程式の

2重解であることに注意すると，Asの固有値は正のもの 2個と 1個の 0からなり，負のもの

は 0個である．したがって，bA の対称部分 bAs
の符号数は (2, 0)である．また，Aa の階

数は 2となるので，bA の交代部分 bAa
の階数は rankAa = 2である．

§ 18の問題解答

解 18.1 (18.6)および例 18.3をもとに考える．

(1) A=

⎛
⎜⎝

1 0 0

0 1 0

0 0 −1

⎞
⎟⎠，符号数 (2, 1)，階数 3である．

(2) A=

⎛
⎜⎝

−1 0 0

0 −1 0

0 0 0

⎞
⎟⎠，符号数 (0, 2)，階数 2である．

解 18.2 (1) x, x′, y, y′ ∈ V , c ∈ Rとすると，b(x + x′,y) = b(x,y) + b(x′,y)，

b(x,y + y′) = b(x,y) + b(x,y′)，b(cx,y) = b(x, cy) = cb(x,y)である．

(2)任意の x, y ∈ V に対して，b(x,y) = b(y,x)がなりたつこと．

(3)任意の x, y ∈ V に対して，b(x,y) = −b(y,x)がなりたつこと．

(4) q(x) = b(x,x) (x ∈ V )により定められる実数値関数 q : V → Rのこと．

(5)任意の x ∈ V \ {0}に対して，b(x,x)> 0となること．

(6)任意の x ∈ V \ {0}に対して，b(x,x)< 0となること．

解 18.3 A ∈Mn(R)を対称行列とし，Aの (i, j)成分を aij とおく．このとき，Dk =∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 · · · a1k

a21 a22 · · · a2k

...
...

. . .
...

ak1 ak2 · · · akk

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
(k = 1, 2, · · · , n)とおき，Dk を Aの k次の主小行列式という

［ (18.15)］．

解 18.4 (1) k = 1, 2, 3とし，Dk をAの k次の主小行列式とすると，D1 = a，D2 =∣∣∣∣∣ a 2

2 a

∣∣∣∣∣= a2 − 4，D3 =

∣∣∣∣∣∣∣
a 2 1

2 a 0

1 0 a

∣∣∣∣∣∣∣= a3 − a− 4a（ サラスの方法）= a
(
a2 − 5

)
で

ある．

(2)定理 18.4の (1)より，D1 > 0，D2 > 0，D3 > 0を解く．求める条件は a >
√

5で
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ある．

(3)定理 18.4の (2)より，D1 < 0，D2 > 0，D3 < 0を解く．求める条件は a <−√
5で

ある．

解 18.5 A=

⎛
⎜⎝

1 a a

a 1 a

a a 1

⎞
⎟⎠とおくと，Aは対称行列であり，q(x) = txAxとなる．ここで，

Aの固有多項式 φA(λ)は φA(λ) = |λE − A| =

∣∣∣∣∣∣∣
λ− 1 −a −a
−a λ− 1 −a
−a −a λ− 1

∣∣∣∣∣∣∣ = (λ− 1)3 −

a3 − a3 − a2(λ− 1)− a2(λ− 1)− a2(λ− 1)（ サラスの方法）= (λ− 1)3 − 3a2(λ−
1) − 2a3 =

{
(λ− 1) + a

}{
(λ− 1)2 − a(λ− 1) − 2a2}= (λ− 1 + a)2(λ− 1 − 2a)

である．よって，固有方程式 φA(λ) = 0を解くと，Aの固有値は λ= 1 − a, 1 + 2aであ

る．λ= 1 − aが固有方程式の 2重解であることに注意すると，求める条件は 1 + 2a > 0，

1 − a < 0より，a > 1である．

解 18.6 1© a11x
2
1， 2© a11， 3© 対称， 4© a11（

(
l+1∑
i=1

a1ixi

)2

+ qB

(
x

′)
=

l+1∑
i,j=1

a1ia1jxixj + qB

(
x

′)
= a

2
11x

2
1 +

l+1∑
i=2

a1ia11xix1 +

l+1∑
j=2

a11a1jx1xj +

l+1∑
i,j=2

a1ia1jxixj+

l+1∑
i,j=2

(a11aij−a1ia1j)xixj=a11qA(x)），5© ak
11（ ak

11Dk+1 =

ak
11

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 · · · a1,k+1

a21 a22 · · · a2,k+1

...
...

. . .
...

ak+1,1 ak+1,2 · · · ak+1,k+1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 · · · a1,k+1

a11a21 a11a22 · · · a11a2,k+1

...
...

. . .
...

a11ak+1,1 a11ak+1,2 · · · a11ak+1,k+1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 · · · a1,k+1

0 b22 · · · b2,k+1

...
...

. . .
...

0 bk+1,2 · · · bk+1,k+1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= a11

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
b22 · · · b2,k+1

...
. . .

...

bk+1,2 · · · bk+1,k+1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= a11D

′
k）， 6© 0

§ 19の問題解答

解 19.1 (1)与式を変形すると，ax2 + bx− y + c= 0である．よって，A=

(
a 0

0 0

)
，
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b =

(
1
2b

−1
2

)
である．

(2)与式を変形すると，−xy + c= 0である．よって，A=

(
0 −1

2

−1
2 0

)
，b = 0である．

解 19.2 1© θ − ϕ， 2© 鏡映， 3© 超平面， 4© n

解 19.3 O = 0，A= f(0)とおき，Mを線分OAの中点とすると，M = 1
2f(0)である．

さらに，Mを通り，線分OAと直交する超平面に関する鏡映を gとする．このとき，鏡映の

定義より，gはAをOへ写す．すなわち，g
(
f(0)

)
= 0である．よって, (g ◦ f)(0) = 0で

ある．

解 19.4 直交行列P ∈Mn(R)およびq ∈Rnに対して，x =Py + qを(19.6)に代入する

と，(19.32)が得られる．すなわち，ty
(
tPAP

)
y + 2t(Aq + b)Py + tqAq + 2tbq + c= 0

である．仮定より，Aは正則なので，A−1が存在し，q = −A−1bとすると，Aq + b = 0とな

る．さらに，定理 16.3より，P を tPAP =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝

λ1 0
λ2

. . .

0 λn

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠となるように選んでおく

ことができる．このとき，(19.32)はλ1y
2
1 + λ2y

2
2 + · · · + λny

2
n + tqAq + 2tbq + c= 0

となる．ここで，

(
A b
tb c

)(
E q

0 1

)
=

(
A Aq + b
tb tbq + c

)
=

(
A 0
tb tbq + c

)

（ Aq + b = 0），すなわち，

(
A b
tb c

)(
E q

0 1

)
=

(
A 0
tb tbq + c

)
となる．よって，

両辺の行列式を取ると，行列式の性質より，|Ã| = |A|(tbq + c
)
である．さらに，Aは正則

なので，|A| �= 0であり，tbq + c = |Ã|
|A| となる．したがって，

tqAq + 2tbq + c
tA=A

=

t(Aq)q + 2tbq + c= t(−b)q + 2tbq + c（ Aq + b = 0）= tbq + c= |Ã|
|A| となる．

すなわち，tqAq + 2tbq + c= |Ã|
|A| である．以上より，題意の式が得られる．

§ 20の問題解答

解 20.1 (20.1)において，A =

(
1 2

2 4

)
，b =

(
−3

−6

)
，x =

(
x

y

)
，c = 5とすると，

あたえられた 2次曲線が得られる．ここで，A

(
q1

q2

)
+ b = 0とすると，q1 + 2q2 − 3 = 0
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である．よって，c ∈ Rを任意の定数として，q1 = −2c+ 3，q2 = cである．したがって，

中心 qは q =

(
q1

q2

)
=

(
−2c+ 3

c

)
である．

補足 問 20.1の 2次曲線は (x + 2y − 3)2 = 4と同値である．さらに，この 2次曲線は平

行な 2直線 x+ 2y − 5 = 0，x+ 2y − 1 = 0を表す．

解 20.2 1© d， 2© r + 1， 3© r， 4© n， 5© λ1x
2
1 + · · · + λnx

2
n， 6© λ1, · · · , λn, d

解 20.3 1© p，2© r+ 2，3© n− 1，4© λ1x
2
1 + · · ·+ λn−1x

2
n−1，5© xn，6© λ1, · · · ,

λn−1

解 20.4 (1)まず，問 20.2より，固有な有心 2次曲線の標準形は

λx
2

+ μy
2

+ d= 0 (∗)

と表される．ただし，λ, μ, d ∈ R \ {0}である．λ, μ, dの符号がすべて同じとき，(∗)を
みたす x, y ∈ Rは存在しない．すなわち，(∗)は空集合を表す．λ, μの符号が同じであり，
dの符号が λ, μの符号と異なるとき，(∗)は楕円を表す．λ, μの符号が異なるとき，(∗)は
双曲線を表す．次に，問 20.3より，固有な無心 2次曲線の標準形は λx2 + 2py = 0と表さ

れる．ただし，λ ∈ R \ {0}，p > 0である．これは放物線を表す．よって，固有 2次曲線は

空集合，楕円，双曲線，放物線のいずれかである．

(2)問 20.2，問 20.3より，固有でない 2次曲線の標準形は

λx
2

+ μy
2

= 0 (λ, μ ∈ R \ {0}) (a)

または

λx
2

+ d= 0 (λ ∈ R \ {0}, d ∈ R) (b)

と表される．とくに，これらは有心である．(a)において，λ, μの符号が同じとき，(a)は原

点を表す．(a)において，λ, μの符号が異なるとき，(a)は原点で交わる 2直線を表す．(b)

において，d �= 0であり，λ, dの符号が同じとき，(b)は空集合を表す．(b)において，d �= 0

であり，λ, dの符号が異なるとき，(b)は平行な 2直線を表す．(b)において，d = 0のと

き，(b)は重なった 2直線を表す．よって，固有でない 2次曲線は有心であり，空集合，1点，

交わる 2直線，平行な 2直線，重なった 2直線のいずれかである．

解 20.5 1© 空， 2© 楕円， 3© 二葉双曲， 4© 一葉双曲， 5© 楕円放物， 6© 双曲放物

§ 21の問題解答
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解 21.1 1次形式の定義より，cf が線形写像の条件をみたすことを確かめればよい．すな

わち，任意の x, y ∈ V および任意の d ∈ Rに対して，

(cf)(x + y) = (cf)(x) + (cf)(y), (cf)(dx) = d(cf)(x) (∗)

がなりたつことを示せばよい．まず，(cf)(x + y) = cf(x + y) = c
(
f(x) + f(y)

)
（ f

は線形写像）= cf(x) + cf(y) = (cf)(x) + (cf)(y)である．よって，(∗)の第 1式がなり

たつ．次に，(cf)(dx) = cf(dx) = c
(
df(x)

)
（ f は線形写像）= d

(
cf(x)

)
= d(cf)(x)

である．よって，(∗)の第 2式がなりたつ．

解 21.2 双対基底の定義より，i, j = 1, 2に対して，fi(aj) = δij である．よって，1 =

f1(a1) = a · 1 + b · 0 = a，0 = f1(a2) = a · 1 + b · 1 = a + b，0 = f2(a1) = c · 1 +

d · 0 = c，1 = f2(a2) = c · 1 + d · 1 = c+ dである．これらより，a= 1，b= −1，c= 0，

d= 1である．

解 21.3 (1)次の部分空間の条件 (a)～(c)を示せばよい［ ［藤岡 1］定理 13.3］．(a)

0V ∗ ∈A⊥．(b) f, g ∈A⊥ならば，f + g ∈A⊥．(c) c∈R，f ∈A⊥ならば，cf ∈A⊥．

(a) 0V ∗ は零写像なので，とくに，任意の x ∈ Aに対して，0V ∗(x) = 0である．よって，

0V ∗ ∈A⊥である．(b) f, g ∈A⊥とすると，任意のx ∈Aに対して，f(x) = 0，g(x) = 0

である．よって，任意のx ∈Aに対して，(f + g)(x) = f(x) + g(x) = 0 + 0 = 0である．

したがって，f + g ∈A⊥である．(c) f ∈A⊥とすると，任意のx ∈Aに対して，f(x) = 0

である．よって，任意の c ∈ Rおよび任意のx ∈Aに対して，(cf)(x) = cf(x) = c · 0 = 0

である．したがって，cf ∈ A⊥ である．

(2) f ∈B⊥ とすると，任意の x ∈Bに対して，f(x) = 0である．ここで，x ∈Aとする
と，A⊂Bより，x ∈Bである．よって，f(x) = 0である．したがって，f ∈A⊥である．

以上より，B⊥ ⊂ A⊥ である．

(3) まず，W1 ⊂ W1 + W2 なので，(2) より，(W1 + W2)
⊥ ⊂ W⊥

1 である．同様に，

(W1 +W2)
⊥ ⊂W⊥

2 である．よって，(W1 +W2)
⊥ ⊂W⊥

1 ∩W⊥
2 である．次に，f ∈

W⊥
1 ∩W⊥

2 とする．このとき，x = x1 + x2 ∈W1 +W2 (x1 ∈W1, x2 ∈W2)に対して，

f(x) = f(x1 + x2) = f(x1) + f(x2)（ f は線形写像）= 0 + 0（ f ∈W⊥
1 ∩W⊥

2 ）

= 0である．よって，f ∈ (W1 +W2)
⊥である．したがって，W⊥

1 ∩W⊥
2 ⊂ (W1 +W2)

⊥

である．以上より，(W1 +W2)
⊥ =W⊥

1 ∩W⊥
2 である．

(4) dimW = 0のとき W = {0}である．よって，任意の線形写像は零ベクトルを零ベク
トルへ写すことより，W⊥ = V ∗である．したがって，dimW⊥ = dimV ∗ (21.9)

= dimV

となり，題意の等式がなりたつ．

dimW = dimV のとき W = V である．よって，零写像の定義より，W⊥ = {0V ∗}で
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ある．したがって，dimW⊥ = 0となり，題意の等式がなりたつ．

0< dimW < dimV のとき W の基底 {a1, a2, · · · , am} を選んでおく．ただし，
0 < m < dimV である．次に，am+1, am+2, · · · , an ∈ V を {a1, a2, · · · , an} が
V の基底となるように選んでおく．さらに，{f1, f2, · · · , fn} を {a1, a2, · · · , an}
の双対基底とする．とくに，fm+1, fm+2, · · · , fn は 1 次独立である．また，双対基底

の定義より，i = m + 1, m + 2, · · · , n，j = 1, 2, · · · , m とすると，fi(aj) = 0 であ

る．よって，{a1, a2, · · · , am}がW の基底であることより，fm+1, fm+2, · · · , fn ∈
W⊥ となる．ここで，f ∈ W⊥ とすると，{f1, f2, · · · , fn} は V ∗ の基底なので，あ

る c1, c2, · · · , cn ∈ R が存在し，f = c1f1 + c2f2 + · · · + cnfn となる．このとき，

i = 1, 2, · · · , m とすると，{a1, a2, · · · , am} が W の基底であることと双対基底の

定義より，0 = f(ai) = (c1f1 + c2f2 + · · · + cnfn)(ai) = ci となる．したがって，

f = cm+1fm+1 + cm+2fm+2 + · · · + cnfn となり，W
⊥ は fm+1, fm+2, · · · , fn

で生成される．以上より，{fm+1, fm+2, · · · , fn} はW⊥ の基底であり，dimW⊥ =

n−m= dimV − dimW となる．

§ 22の問題解答

解 22.1 推移律 (m,n), (m′, n′), (m′′, n′′)∈X，(m,n)∼ (m′, n′)，(m′, n′)∼
(m′′, n′′)とする．このとき，∼の定義より，

mn
′
= nm

′
, m

′
n
′′

= n
′
m

′′
(∗)

である．(∗)の 2式をかけると，mn′m′n′′ = nm′n′m′′である．ここで，n′ �= 0なので，

mm′n′′ = nm′m′′ である．m′ �= 0のとき，mn′′ = nm′′ である．m′ = 0のとき，(∗)
および n′ �= 0より，m =m′′ = 0となるので，mn′′ = nm′′ である．よって，∼の定義
より，(m,n) ∼ (m′′, n′′)である．したがって，∼は推移律をみたす．

解 22.2 (1) 1© x − y， 2© ∼， 3© f(x)

(2) x, y ∈ V とすると，[f ]
(
[x] + [y]

)
= [f ]

(
[x + y]

)
（ V/W の和の定義）=

[
f(x + y)

]
（ [f ]の定義）=

[
f(x) + f(y)

]
（ f は線形写像）=

[
f(x)

]
+
[
f(y)

]
（ V ′/W ′ の

和の定義）= [f ]
(
[x]
)
+ [f ]

(
[y]
)
（ [f ]の定義）である．また，x ∈ V，c ∈ Rとすると，

[f ]
(
c[x]
)
= [f ]

(
[cx]
)
（ V/W のスカラー倍の定義）=

[
f(cx)

]
（ [f ]の定義）=

[
cf(x)

]
（ f は線形写像）= c

[
f(x)

]
（ V ′/W ′ のスカラー倍の定義）= c[f ]

(
[x]
)
（ [f ]の定

義）である．よって，[f ]は線形写像である．

(3) まず，表現行列 B の (i, j) 成分を bij とすると，表現行列の定義より，j = 1, · · · , l
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のとき，f |W (aj) =
k∑

i=1
bijbi である．よって，f |W の定義より，j = 1, · · · , lのとき，

f(aj) =
k∑

i=1
bijbi である．また，表現行列 C の (p, q)成分を cpq とすると，表現行列の

定義より，j = l + 1, · · · , n のとき，[f ]
(
[aj ]
)
=

m∑
i=k+1

ci−k,j−l[bi] である．よって，

[f ]の定義より，j = l + 1, · · · , nのとき，[f(aj)
]
=

[
m∑

i=k+1
ci−k,j−lbi

]
，すなわち，

f(aj)−
m∑

i=k+1
ci−k,j−lbi ∈W ′となる．ここで，{b1, · · · , bk}はW ′の基底なので，ある

dr,s ∈R（r= 1, · · · , k，s= 1, · · · , n− l）が存在し，j = l+ 1, · · · , nのとき，f(aj)−
m∑

i=k+1
ci−k,j−lbi =

k∑
i=1

di,j−lbi，すなわち，f(aj) =
k∑

i=1
di,j−lbi +

m∑
i=k+1

ci−k,j−lbi

となる．したがって，Aは題意のように表される．

解 22.3 π∗が (V/W )∗からW⊥への全単射を定めることを示せばよい．まず，π∗が単射

であることを示す．π∗は線形写像なので，Kerπ∗ =
{
0(V/W )∗

}
であることを示せばよい［

［藤岡1］問 17.4 (2)］．f ∈ Kerπ∗とする．このとき，π∗(f) = 0V ∗ なので，任意のx ∈ V
に対して，

(
π∗(f)

)
(x) = 0である．すなわち，双対写像の定義 (21.21)より，f

(
π(x)

)
= 0

である．よって，任意の [x] ∈ V/W に対して，f
(
[x]
)
= 0となるので，f = 0(V/W )∗ で

ある．すなわち，Kerπ∗ =
{
0(V/W )∗

}
である．次に，Imπ∗ =W⊥ であることを示す．

Imπ∗ ⊂W⊥およびW⊥ ⊂ Imπ∗を示せばよい．まず，f ∈ (V/W )∗とする．x ∈W の

とき，
(
π∗(f)

)
(x) = f

(
π(x)

)
（ 双対写像の定義 (21.21)）= f

(
[x]
) x∈W

= f
(
[0]
)
= 0（

f は線形写像）となる．すなわち，π∗(f) ∈W⊥である．よって，Imπ∗ ⊂W⊥である．次

に，g ∈W⊥とする．すなわち，g ∈ V ∗であり，任意のx ∈W に対して，g(x) = 0である．

ここで，x, y ∈ V，x ∼ yとすると，x − y ∈W となるので，g(x) − g(y) = g(x − y)（

gは線形写像）= 0となる．すなわち，g(x) = g(y)となり，f ∈ (V/W )∗を f
(
[x]
)
= g(x)

([x] ∈ V/W )により定めることができる．このとき，π∗(f) = gとなるので，g ∈ Imπ∗で

ある．よって，W⊥ ⊂ Imπ∗ である．したがって，Imπ∗ =W⊥ である．以上より，π∗

は (V/W )∗ からW⊥ への全単射を定める．

§ 23の問題解答

解 23.1 まず，
(
ι(x,y)

)
(cf, g)

(23.7)
= (cf)(x)g(y) = cf(x)g(y)（ V ∗ のスカ

ラー倍の定義 (21.7)）
(23.7)
= c

(
ι(x,y)

)
(f, g) である．また，

(
ι(x,y)

)
(f, cg)

(23.7)
=
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f(x)(cg)(y) = f(x) · cg(y)（ W∗のスカラー倍の定義 (21.7)）= cf(x)g(y)
(23.7)
=

c
(
ι(x,y)

)
(f, g)である．よって，あたえられた式がなりたつ．

解 23.2

(
1

2

)
⊗

⎛
⎜⎝

3

2

−1

⎞
⎟⎠= (e1 + 2e2) ⊗

(
3e′

1 + 2e′
2 − e′

3
) (23.3)

= 1 · 3e1 ⊗ e′
1 +

1 · 2e1 ⊗ e′
2 + 1 · (−1)e1 ⊗ e′

3 + 2 · 3e2 ⊗ e′
1 + 2 · 2e2 ⊗ e′

2 + 2 · (−1)e2 ⊗ e′
3 =

3e1 ⊗ e′
1 + 2e1 ⊗ e′

2 − e1 ⊗ e′
3 + 6e2 ⊗ e′

1 + 4e2 ⊗ e′
2 − 2e2 ⊗ e′

3 である．

解 23.3 (1)題意より，
(
f(a1) f(a2)

)
=
(

a1 a2
) ( 1 3

2 −1

)
である．よって，

表現行列は

(
1 3

2 −1

)
である．

(2)題意より，
(
g(b1) g(b2) g(b3)

)
=
(

a1 a2
) ( 1 3 1

−2 −1 1

)
である．よって，

表現行列は

(
1 3 1

−2 −1 1

)
である．

(3) (1), (2)より，表現行列は

(
1 3

2 −1

)
⊗
(

1 3 1

−2 −1 1

)
(23.25)
=

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

1

(
1 3 1

−2 −1 1

)
3

(
1 3 1

−2 −1 1

)

2

(
1 3 1

−2 −1 1

)
−1

(
1 3 1

−2 −1 1

)
⎞
⎟⎟⎟⎟⎠=

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

1 3 1 3 9 3

−2 −1 1 −6 −3 3

2 6 2 −1 −3 −1

−4 −2 2 2 1 −1

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠である．

§ 24の問題解答

解 24.1 1© τ(1)， 2© τ(p)， 3© σ， 4© (στ)

解 24.2 {b1, b2} を V の基底とする．{a1, a2} も V の基底なので，ある pij ∈ R

(i, j = 1, 2) が存在し，bi = pi1a1 + pi2a2 となる．このとき，i, j = 1, 2 とすると，

bi ⊗ bj = (pi1a1 + pi2a2) ⊗ (pj1a1 + pj2a2) =
2∑

k,l=1
pikpjlak ⊗ al である．よっ

て，P (bi ⊗ bj) =
2∑

k,l=1
pikpjlP (ak ⊗ al) =

2∑
k,l=1

pjlpikal ⊗ ak = bj ⊗ bi となる．

したがって，P は基底 {a1, a2}の選び方に依存しない．

解 24.3 (1) t ∈ Tp(V )とすると，(Pσ ◦ Sp)(t) = Pσ

(Sp(t)
) (24.21)

=
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Pσ

⎛
⎝ 1

p!

∑
τ∈Sp

Pτ (t)

⎞
⎠ =

1

p!

∑
τ∈Sp

Pσ

(
Pτ (t)

)
=

1

p!

∑
τ∈Sp

(Pσ ◦ Pτ )(t)
定理 24.2 (2)

=

1

p!

∑
τ∈Sp

Pστ (t)
(24.21)
= Sp(t) となる．また，(Sp ◦ Pσ)(t) = Sp

(
Pσ(t)

) (24.21)
=

1

p!

∑
τ∈Sp

Pτ

(
Pσ(t)

) 定理 24.2 (2)
=

1

p!

∑
τ∈Sp

Pτσ(t)
(24.21)
= Sp(t) となる．よって，(1)

がなりたつ．

(2) t ∈ Tp(V )とすると，(Sp ◦ Sp)(t) = Sp

(Sp(t)
) (24.21)

= Sp

⎛
⎝ 1

p!

∑
σ∈Sp

Pσ(t)

⎞
⎠=

1

p!

∑
σ∈Sp

(Sp ◦ Pσ)(t)
(1)

=
1

p!

∑
σ∈Sp

Sp(t) = Sp(t)（ Sp の元の個数は p!）となる．

よって，(2)がなりたつ．

解 24.4 (1) t ∈ Tp(V )とすると，(Pσ ◦ Ap)(t) = Pσ

(Ap(t)
) (24.27)

=

Pσ

⎛
⎝1

p!

∑
τ∈Sp

(sgn τ)Pτ (t)

⎞
⎠=

1

p!

∑
τ∈Sp

(sgn τ)Pσ

(
Pτ (t)

)
=

1

p!

∑
τ∈Sp

(sgn τ)(Pσ◦Pτ )(t)

=
1

p!

∑
τ∈Sp

(sgnσ)
2
(sgn τ)Pστ (t)（ (sgnσ)2 = 1，定理 24.2 (2)）=

1

p!

∑
τ∈Sp

(sgnσ)
(
sgn (στ)

)
Pστ (t)

(24.27)
= (sgnσ)Ap(t)となる．また，(Ap ◦Pσ)(t) =

Ap

(
Pσ(t)

) (24.27)
=

1

p!

∑
τ∈Sp

(sgn τ)Pτ

(
Pσ(t)

)
=

1

p!

∑
τ∈Sp

(sgnσ)
2
(sgn τ)Pτσ(t)（

(sgnσ)2 = 1，定理24.2 (2)）=
1

p!

∑
τ∈Sp

(sgnσ)(sgnστ)Pτσ(t)
(24.27)
= (sgnσ)Ap(t)

となる．よって，(1)がなりたつ．

(2) t ∈ Tp(V )とすると，(Ap ◦ Ap)(t) = Ap

(Ap(t)
) (24.27)

=

Ap

⎛
⎝ 1

p!

∑
σ∈Sp

(sgnσ)Pσ(t)

⎞
⎠=

1

p!

∑
σ∈Sp

(sgnσ)(Ap ◦ Pσ)(t)
(1)

=

1

p!

∑
σ∈Sp

(sgnσ)
2Ap(t) = Ap(t)（ (sgnσ)2 = 1，Sp の元の個数は p!）となる．よっ

て，(2)がなりたつ．

（お疲れさまでした）【終】


