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「行間を埋める」ために

この別冊PDFファイルは『手を動かしてまなぶ　続・線形代数』（裳華房，2021年刊）

の本文中の のマークについて，その行間を埋めるための具体的なやり方を一例として

まとめたものです．

この別冊 PDFファイルを印刷して利用するときは，「小冊子」モードで印刷して二つ

折にすると，A5判サイズで本の巻末に挟み込んで利用することができます．

この別冊内の見出しの「p.〇 下から〇行目」という表記では，該当書籍の対応するペー

ジ内の脚注は行数にカウントしていません．

数学書は証明や計算の細部が省略されていることが多いため，精読する際はペンと紙を

用意して，自分で詳細を計算することが極めて重要です．論理の行間を埋めていくこと

で数学の基礎体力がついてきます．

証明や計算の論理を追うときは 1行 1行疑ってかかるくらいの態度で望みましょう．

論理の行間を埋めた後は，その数学的内容を改めて見直してみましょう．定義や定理の

主張はなにか，仮定はなぜ必要なのか，証明した定理の具体例を上げることができるかな

ど，時間をかけてじっくりと味わうことが大切です．そうしないと木を見て森を見ずと

いう状態に陥ったまま先へ進むことになりがちです．間違ってもよいので，慌てずに．

読者が手を動かしながら本書の隅々まで習熟され，線形代数の奥深い世界を自由に開拓

していけますように．健闘を祈ります．

(2021年 12月 17日版)

§ 1の のマーク

p.3 上から 9行目 p1, p2, · · · , pn を n個の 1次独立な Aの固有ベクトルとし，i =

1, 2, · · · , nに対して，piは固有値 λi ∈ Rに対するAの固有ベクトルであるとする．この

とき，Api = λipi（i= 1, 2, · · · , n）なので，P =
(

p1 p2 · · · pn

)
とおくと，

AP = P

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝
λ1

λ2 0
. . .

0 λn

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠ (∗)

である．ここで，p1, p2, · · · , pnは 1次独立なので，P は正則である．よって，P の逆行列
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P−1が存在し，(∗)の両辺に左から P−1をかけると，P−1AP =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝
λ1

λ2 0
. . .

0 λn

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠

となる．したがって，Aは対角化可能である．

p.6 脚注 同次連立 1次方程式 (λE − A)x = 0 において λ = 1 − 2iを代入し，x =(
x1

x2

)
とすると，

{
(1 − 2i)E −A

}( x1

x2

)
= 0 である．すなわち，

(
−2i −1

4 −2i

)(
x1

x2

)

=

(
0

0

)
である．よって，−2ix1 − x2 = 0，4x1 − 2ix2 = 0 となり，c ∈ Cを任意の定

数として，x1 = cとおくと，解は x1 = c，x2 = −2ci である．したがって，x =

(
x1

x2

)
=

(
c

−2ci

)
= c

(
1

−2i

)
と表されるので，c = 1 としたベクトル p2 =

(
1

−2i

)
は固有値

λ= 1 − 2iに対するAの固有ベクトルである．

p.9 下から 2行目 同次連立 1 次方程式 (λE − A)x = 0 において λ = 1 を代入し，

x =

(
x1

x2

)
とすると，(E − A)

(
x1

x2

)
= 0 である．すなわち，

(
0 −1

0 0

)(
x1

x2

)
=

(
0

0

)
である．よって，−x2 = 0となり，c ∈ Cを任意の定数として，x1 = cとおくと，解

は x1 = c，x2 = 0 である．したがって，x =

(
x1

x2

)
=

(
c

0

)
= c

(
1

0

)
と表されるので，

固有値 λ= 1に対するAの固有空間W (1)は (1.26)によりあたえられる．

§ 2の のマーク

p.15 脚注 Ap1 =λ1p1，Ap2 = c12p1 + λ2p2，· · ·，Apk = c1kp1 + c2kp2 + · · ·+
ck−1,kpk−1 + λkpk となり，(2.15)がなりたつ．

p.16 上から 6行目 まず，x ∈ V とすると，f(x) ∈ V である．よって，V は f の不変

部分空間である．次に，f(0) = 0 ∈ {0}である．よって，{0}は f の不変部分空間である．

p.16 下から 12行目 p.15 脚注の計算のように，Ap1 = λ1p1，Ap2 = c12p1 + λ2p2，
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· · ·，Apk = c1kp1 + c2kp2 + · · · + ck−1,kpk−1 + λkpk と表しておく．また，x ∈
〈p1, p2, · · · , pk〉Cとする．このとき，ある d1, d2, · · · , dk ∈ Cが存在し，x = d1p1 +

d2p2 + · · · + dkpkとなる．よって，fA(x) =Ax =A(d1p1 + d2p2 + · · · + dkpk) =

d1Ap1 + d2Ap2 + · · · + dkApk = d1 · λ1p1 + d2(c12p1 + λ2p2) + · · · + dk(c1kp1

+c2kp2 + · · ·+ ck−1,kpk−1 + λkpk) = (d1λ1 + d2c12 + · · ·+ dkc1k)p1 + (d2λ2 +

· · · + dkc2k)p2 + · · · + dkλkpk ∈ 〈p1, p2, · · · , pk〉C となる．すなわち，fA(x) ∈
〈p1, p2, · · · , pk〉C である．

p.19 上から 10行目 p.15 脚注の計算のように，Ap1 = λ1p1，Ap2 = c12p1 + λ2p2，

· · ·，Apk = c1kp1 + c2kp2 + · · · + ck−1,kpk−1 + λkpk と表しておく．このとき，

(A− λ2E)p2 = c12p1 ∈ 〈p1〉C，· · ·，(A− λkE)pk = c1kp1 + c2kp2 + · · ·+
ck−1,kpk−1 ∈ 〈p1, p2, · · · , pk−1〉C である．

§ 3の のマーク

p.23 脚注 x ∈W (λ)より，Ax = λxである．さらに，AB = BAより，A(Bx) =

(AB)x = (BA)x =B(Ax) =B(λx) = λ(Bx)となる．すなわち，A(Bx) = λ(Bx)で

ある．よって，Bx ∈W (λ)である．

§ 4の のマーク

p.38 上から 6行目 Aを 1個の固有値 λ ∈ Cのみをもつ対角化可能な正方行列とする．

このとき，Aはある正則行列P を用いて，P−1AP = λEと対角化される．この式の両辺に

左から P，右から P−1 をかけると，A= λE となる．よって，Aはスカラー行列である．

p.43 下から 9行目 (A− λE)P =
(

(A− λE)2x1 (A− λE)x1 (A− λE)x2
)

=
(

0 (A − λE)x1 (μ − λ)x2
)
=
(

(A − λE)x1 x1 x2
)⎛⎜⎝ 0 1 0

0 0 0

0 0 μ− λ

⎞
⎟⎠ =

P

⎛
⎜⎝ 0 1 0

0 0 0

0 0 μ− λ

⎞
⎟⎠，すなわち，P−1(A− λE)P =

⎛
⎜⎝ 0 1 0

0 0 0

0 0 μ− λ

⎞
⎟⎠ である．さらに，

この式は (4.47)と同値である．
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§ 5の のマーク

p.53 下から 6行目 Sym(n)が部分空間となること 次の部分空間の条件 (1)～(3)を

示せばよい．

(1) O ∈ Sym(n)．ただし，Oは n次の零行列である．

(2) X, Y ∈ Sym(n)ならば，X + Y ∈ Sym(n)．

(3) c ∈ R，X ∈ Sym(n)ならば，cX ∈ Sym(n)．

(1) Oの成分はすべて 0なので，tO = Oである．よって，O ∈ Sym(n)である．

(2) X, Y ∈ Sym(n) とすると，t(X + Y ) = tX + tY = X + Y となる．すなわち，
t(X + Y ) =X + Y である．よって，X + Y ∈ Sym(n)である．

(3) c ∈ R，X ∈ Sym(n)とすると，t(cX) = ctX = cXとなる．すなわち，t(cX) = cX

である．よって，cX ∈ Sym(n)である．

Skew(n)が部分空間となること 次の部分空間の条件 (1)～(3)を示せばよい．

(1) O ∈ Skew(n)．

(2) X, Y ∈ Skew(n)ならば，X + Y ∈ Skew(n)．

(3) c ∈ R，X ∈ Skew(n)ならば，cX ∈ Skew(n)．

(1) Oの成分はすべて 0なので，tO = −Oである．よって，O ∈ Skew(n)である．

(2) X, Y ∈ Skew(n)とすると，t(X + Y ) = tX + tY = −X − Y = −(X + Y )とな

る．すなわち，t(X + Y ) = −(X + Y )である．よって，X + Y ∈ Skew(n)である．

(3) c ∈ R，X ∈ Skew(n)とすると，t(cX) = ctX = c(−X) = −cX となる．すなわち，
t(cX) = −cX である．よって，cX ∈ Skew(n)である．

p.53 下から 3行目 X ∈Mn(R)とする．このとき，X = 1
2 (X + tX) + 1

2 (X − tX)

である．ここで，t
{1

2 (X + tX)
}

= 1
2

{
tX + t(tX)

}
= 1

2 (tX +X) = 1
2 (X + tX)で

ある．すなわち，t
{1

2 (X + tX)
}

= 1
2 (X + tX) となり，1

2 (X + tX) ∈ Sym(n) であ

る．また，t
{1

2 (X − tX)
}

= 1
2

{
tX − t(tX)

}
= 1

2 (tX −X) = −1
2 (X − tX)である．

すなわち，t
{1

2 (X − tX)
}

= −1
2 (X − tX) となり，1

2 (X − tX) ∈ Skew(n) である．

さらに，X = X1 + X2 = X′
1 + X′

2（X1, X
′
1 ∈ Sym(n)，X2, X

′
2 ∈ Skew(n)）とす

る．このとき，X1 −X′
1 =X′

2 −X2 である．ここで，Sym(n)，Skew(n)はMn(R)の

部分空間なので，X1 − X′
1 = X′

2 − X2 ∈ Sym(n) ∩ Skew(n) である．よって，X1 −
X′

1 = t(X1 −X′
1) = t(X′

2 −X2) = −(X′
2 − X2) = −(X1 − X′

1)となる．すなわち，

X1 −X′
1 = −(X1 −X′

1)となるので，2(X1 −X′
1) = Oより，X1 =X′

1 である．さら

に，X2 =X′
2 となる．以上および定義 5.1より，(5.36)がなりたつ．
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p.55 下から 10行目 m= 2のとき，部分空間に対する次元定理（定理 5.3）より，(5.40)

がなりたつ．m= k（k = 2, 3, · · ·）のとき，(5.40)がなりたつと仮定する．このとき，部

分空間に対する次元定理（定理 5.3）および帰納法の仮定より，dim(W1 + · · · +Wk+1) =

dim(W1 + · · · +Wk) + dimWk+1 − dim ((W1 + · · · +Wk) ∩Wk+1) =

k∑
j=1

dimWj −
k∑

j=2

dim ((W1 + · · · +Wj−1) ∩Wj) + dimWk+1−

dim ((W1 + · · · +Wk) ∩Wk+1) =

k+1∑
j=1

dimWj−

k+1∑
j=2

dim ((W1 + · · · +Wj−1) ∩Wj) となる．よって，m= k + 1のとき，(5.40)がな

りたつ．したがって，(5.40)がなりたつ．

§ 6の のマーク

p.58 下から 5行目 A2 =

(
0 a

0 0

)(
0 a

0 0

)
= Oである．

p.58 下から 3行目 まず，A2 =

⎛
⎜⎝ 0 a b

0 0 c

0 0 0

⎞
⎟⎠
⎛
⎜⎝ 0 a b

0 0 c

0 0 0

⎞
⎟⎠ =

⎛
⎜⎝ 0 0 ac

0 0 0

0 0 0

⎞
⎟⎠である．

よって，A3 = A2A=

⎛
⎜⎝ 0 0 ac

0 0 0

0 0 0

⎞
⎟⎠
⎛
⎜⎝ 0 a b

0 0 c

0 0 0

⎞
⎟⎠= O である．

p.58 下から 2行目 Aをすべての対角成分が 0の n次の上三角行列とし，命題「m =

1, 2, · · ·に対して，Am の (i, j)成分は j ≤ i +m− 1のとき 0である．」をmに関する

数学的帰納法により示す．とくに，m= nとすると，An =Oとなり，Aはべき零行列であ

る．m= 1のとき，Aの定義より，上の命題がなりたつ．m= l（l= 1, 2, · · ·）のとき，上
の命題がなりたつと仮定する．AおよびAl の (i, j)成分をそれぞれ aij，a

′
ij とすると，帰

納法の仮定より，Al+1の (i, k)成分は
n∑

j=1

a
′
ijajk =

n∑
j=i+l

a
′
ijajk となる．よって，Aの

定義より，Al+1 の (i, k)成分は k ≤ i+ lのとき 0となる．すなわち，m= l+ 1のとき，

上の命題がなりたつ．したがって，上の命題がなりたつ．

p.59 下から 9行目 Aを対角化可能なべき零行列とする．このとき，定理 6.1より，A
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のすべての固有値は 0なので，ある正則行列 P が存在し，P−1AP = O となる．よって，

A=Oとなり，Aは零行列である．

p.59 脚注 定理 6.1より，N のすべての固有値は 0である．よって，定理 6.1の十分性

の証明より，Nn =Oである．したがって，k ≤ nとなる．

p.61 下から 11行目 (6.16)およびWk = Cnより，d1 + d2 + · · · + dk = dimW1 +

k∑
j=2

(dimWj − dimWj−1) = dimWk = dimC
n

= nである．

p.63 上から 8行目 (1)′ l= 1, · · · , dkとすると，N
k−2(N2xl) =Nkxl =Oxl = 0

である．よって，(6.14)において j = k − 2としたWk−2 の定義より，(1)′ がなりたつ．

(2)′ N2x1, · · · , N2xdk
の1次関係c1 ·N2x1 + · · ·+ cdk

·N2xdk
= 0（c1, · · · , cdk

∈ C）を考えると，N(c1 ·Nx1 + · · · + cdk
·Nxdk

) = 0である．よって，(6.14)におい

て j = 1としたW1 の定義および (6.15)より，

c1 ·Nx1 + · · · + cdk
·Nxdk

∈W1 ⊂Wk−2 (∗)

である．(6.25), (∗)および定理 5.2の (1)⇔(4)より，c1 ·Nx1 + · · · + cdk
·Nxdk

= 0

である．さらに，Nx1, · · · , Nxdk
は 1次独立なので，c1 = · · · = cdk

= 0である．した

がって，(2)′ がなりたつ．

(3)′ c1, · · · , cdk
∈ Cに対して，c1 · N2x1 + · · · + cdk

· N2xdk
∈Wk−3 とすると，

Nk−2(c1 ·Nx1 + · · · + cdk
·Nxdk

) =Nk−3(c1 ·N2x1 + · · · + cdk
·N2xdk

) = 0

である．よって，c1 ·Nx1 + · · · + cdk
·Nxdk

∈Wk−2 ∩ 〈Nx1, · · · , Nxdk
〉C であ

る．さらに，(6.28)および定理 5.2の (1)⇔(4)より，c1 ·Nx1 + · · · + cdk
·Nxdk

= 0

である．ここで，Nx1, · · · , Nxdk
は 1次独立なので，c1 = · · · = cdk

= 0である．した

がって，(3)′ がなりたつ．

p.63 下から 10行目 (1)′′ (1)′ より，Nxdk+1, · · · , Nxdk−1 ∈Wk−2 を示せばよ

い．l= dk + 1, · · · , dk−1とすると，xl ∈Wk−1および (6.14)において j = k − 1とし

たWk−1 の定義より，N
k−1xl = 0である．よって，Nk−2(Nxl) =Nk−1xl = 0であ

る．したがって，(6.14)において j = k − 2としたWk−2 の定義より，Nxl ∈Wk−2 で

ある．

(2)′′ N2x1, · · · , N2xdk
, Nxdk+1, · · · , Nxdk−1 の 1次関係 c1 ·N2x1 + · · ·+

cdk
·N2xdk

+ cdk+1 ·Nxdk+1 + · · · + cdk−1 ·Nxdk−1 = 0 （c1, · · · , cdk−1 ∈ C）

を考えると，N(c1 ·Nx1 + · · · + cdk
·Nxdk

+ cdk+1xdk+1 + · · · + cdk−1xdk−1) = 0
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である．よって，(6.14)において j = 1としたW1 の定義および (6.15)より，

c1 ·Nx1 + · · ·+ cdk
·Nxdk

+ cdk+1xdk+1 + · · ·+ cdk−1xdk−1 ∈W1 ⊂Wk−2(∗)

である．(6.29), (∗)および定理 5.2の (1)⇔(4)より，c1 · Nx1 + · · · + cdk
· Nxdk

+

cdk+1xdk+1 + · · ·+ cdk−1xdk−1 = 0である．さらに，Nx1, · · · , Nxdk
, xdk+1, · · · ,

xdk−1 は 1次独立なので，c1 = · · · = cdk−1 = 0である．したがって，(2)′′ がなりたつ．

(3)′′ c1, · · · , cdk−1 ∈Cに対して，c1 ·N2x1 + · · ·+ cdk
·N2xdk

+ cdk+1 ·Nxdk+1

+ · · · + cdk−1 ·Nxdk−1 ∈Wk−3 とすると，

Nk−2(c1 ·Nx1 + · · · + cdk
·Nxdk

+ cdk+1xdk+1 + · · · + cdk−1xdk−1) =

Nk−3(c1 ·N2x1 + · · ·+ cdk
·N2xdk

+ cdk+1 ·Nxdk+1 + · · ·+ cdk−1 ·Nxdk−1) =

0 である．よって，c1 ·Nx1 + · · · + cdk
·Nxdk

+ cdk+1xdk+1 + · · · + cdk−1xdk−1 ∈
Wk−2 ∩ 〈Nx1, · · · , Nxdk

, xdk+1, · · · , xdk−1〉C である．さらに，(6.29)および定

理 5.2の (1)⇔(4)より，c1 ·Nx1 + · · · + cdk
·Nxdk

+ cdk+1xdk+1 + · · ·+
cdk−1xdk−1 = 0である．ここで，Nx1, · · · , Nxdk

, xdk+1, · · · , xdk−1 は 1次独立な

ので，c1 = · · · = cdk−1 = 0である．したがって，(3)′′ がなりたつ．

§ 7の のマーク

p.75 下から 9行目 次の部分空間の条件 (1)～(3)を示せばよい．

(1) 0 ∈ W̃ (λk)．

(2) x, y ∈ W̃ (λk)ならば，x + y ∈ W̃ (λk)．

(3) c ∈ R，x ∈ W̃ (λk)ならば，cx ∈ W̃ (λk)．

(1) (A− λkE)0 = 0である．よって，0 ∈ W̃ (λk)である．

(2) x, y ∈ W̃ (λk)とする．このとき，ある自然数 j1, j2 が存在し，(A− λkE)j1x = 0，

(A− λkE)j2y = 0となる．よって，(A− λkE)j1+j2(x + y) =

(A− λkE)j2(A− λkE)j1x + (A− λkE)j1(A− λkE)j2y = (A− λkE)j20+

(A− λkE)j10 = 0 + 0 = 0である．したがって，x + y ∈ W̃ (λk)である．

(3) c ∈ R，x ∈ W̃ (λk)とする．このとき，ある自然数 jが存在し，(A− λkE)jx = 0と

なる．よって，(A− λkE)j(cx) = c(A− λkE)jx = c0 = 0である．したがって，cx ∈
W̃ (λk)である．

p.77 脚注 同次連立 1 次方程式 (λE − A)x = 0 において x =

(
x1

x2

)
とすると，
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(
0 −1

0 0

)(
x1

x2

)
=

(
0

0

)
である．よって，−x2 = 0となり，c ∈ Cを任意の定数として，

x1 = cとおくと，解はx1 = c，x2 = 0 である．したがって，x =

(
x1

x2

)
=

(
c

0

)
= c

(
1

0

)

と表されるので，W (λ) =

{
c

(
1

0

) ∣∣∣∣∣ c ∈ C

}

= C2 = W̃ (λ)である．

§ 8の のマーク

p.82 上から 5行目 (8.2) の両辺に左から P−1，右から P をかけると，P−1SP =⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝
λ1Em1

λ2Em2 0
. . .

0 λrEmr

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠である．よって，(2)がなりたつ．

p.82 上から 7行目 (1) N = A− S より，(1)がなりたつ．

(3) J =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝
J(0;m1)

J(0;m2) 0
. . .

0 J(0;mr)

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠とおくと，N = PJP−1 である．こ

こで，J はすべての対角成分が 0の上三角行列なので，べき零行列である．よって，ある自然

数 kが存在し，Jk = O となる．このとき，Nk = (PJP
−1

)(PJP
−1

) · · · (PJP−1
)︸ ︷︷ ︸

k個

=

PJkP−1 = POP−1 =Oである．すなわち，Nk = Oとなり，(3)がなりたつ．

(4) (8.1), (8.2) より，AS = P

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝
J(λ1;m1)

J(λ2;m2) 0
. . .

0 J(λr;mr)

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠P

−1 ·

P

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝
λ1Em1

λ2Em2 0
. . .

0 λrEmr

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠P

−1 =
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P

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝
J(λ1;m1) · λ1Em1

J(λ2;m2) · λ2Em2 0
. . .

0 J(λr;mr) · λrEmr

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠P

−1 =

P

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝
λ1J(λ1;m1) 0

λ2J(λ2;m2)

. . .

0 λrJ(λr;mr)

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠P

−1 である．同様に，SA =

P

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝
λ1J(λ1;m1)

λ2J(λ2;m2) 0
. . .

0 λrJ(λr;mr)

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠P

−1 である．よって，AS =

SAである．したがって，SN = S(A− S) = SA− S2 =AS − S2 = (A− S)S =NS

となり，(4)がなりたつ．

p.84 脚注 サラスの方法より，|P | =

∣∣∣∣∣∣∣
0 0 1

4 0 1

0 1 0

∣∣∣∣∣∣∣ = 0 · 0 · 0 + 0 · 1 · 0 + 1 · 4 · 1 −

1 · 0 · 0 − 0 · 4 · 0 − 0 · 1 · 1 = 4である．また，p̃11 = (−1)1+1

∣∣∣∣∣ 0 1

1 0

∣∣∣∣∣ = −1，p̃12 =

(−1)1+2

∣∣∣∣∣ 4 1

0 0

∣∣∣∣∣= 0，p̃13 = (−1)1+3

∣∣∣∣∣ 4 0

0 1

∣∣∣∣∣= 4，p̃21 = (−1)2+1

∣∣∣∣∣ 0 1

1 0

∣∣∣∣∣= 1，p̃22

= (−1)2+2

∣∣∣∣∣ 0 1

0 0

∣∣∣∣∣= 0，̃p23 = (−1)2+3

∣∣∣∣∣ 0 0

0 1

∣∣∣∣∣= 0，̃p31 = (−1)3+1

∣∣∣∣∣ 0 1

0 1

∣∣∣∣∣= 0，̃p32 =

(−1)3+2

∣∣∣∣∣ 0 1

4 1

∣∣∣∣∣= 4，p̃33 = (−1)3+3

∣∣∣∣∣ 0 0

4 0

∣∣∣∣∣= 0である．よって，P−1 =

1

|P |

⎛
⎜⎝ p̃11 p̃21 p̃31

p̃12 p̃22 p̃32

p̃13 p̃23 p̃33

⎞
⎟⎠=

⎛
⎜⎝−1

4
1
4 0

0 0 1

1 0 0

⎞
⎟⎠である．

p.86 下から 3行目（1つめ） SN =NSより，NS−1 = S−1N である．また，N はべ

き零行列なので，ある自然数kが存在し，Nk =Oとなる．よって，(S−1N)k = (S−1)kNk

= (S−1)kO = Oとなる．したがって，S−1N はべき零行列である．

p.86 下から 3行目（2つめ） S−1N はべき零行列なので，E + S−1N はジョルダン分
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解の存在定理（定理 8.1）における (2)～(4)をみたす．とくに，E + S−1N の半単純部分

はEである．よって，Eの固有値が 1のみであることより，E + S−1N の固有値は 1のみ

である．したがって，E + S−1N はべき単行列である．

p.87 上から 4行目 A ∈Mn(C)の乗法的ジョルダン分解を A = SU とすると，A =

S + S(U −E)である．U はべき単行列なので，ある正則行列P が存在し，P−1UP はすべ

ての対角成分が 1のジョルダン標準形となる．このとき，P−1(U − E)P = P−1UP − E

はすべての対角成分が 0のジョルダン標準形となるから，べき零行列である．よって，U −E

はべき零行列である．さらに，SU = US より，S(U − E)はべき零行列である．したがっ

て，A = S + S(U − E) はジョルダン分解の存在定理（定理 8.1）における (2)～(4) を

みたす．ここで，A = S′U ′ も Aの乗法的ジョルダン分解とすると，Aのジョルダン分解

A= S′ + S′(U ′ − E)が得られる．このとき，ジョルダン分解の一意性（定理 9.5）より，

S = S′，S(U − E) = S′(U ′ − E)である．さらに，S，S′ は正則なので，U = U ′ とな

る．以上より，乗法的ジョルダン分解は一意的である．

§ 9の のマーク

p.92 下から 2行目 x, y ∈ V とすると，あるx1, y1 ∈W1，· · ·，xm, ym ∈Wmが

一意的に存在し，x = x1 + · · · + xm，y = y1 + · · · + ymとなる．k= 1, · · · , mとする
と，xk + yk ∈Wk なので，pj(x + y) = pj ((x1 + · · · + xm) + (y1 + · · · + ym)) =

pj ((x1 + y1) + · · · + (xm + ym)) = xj + yj = pj(x) + pj(y) である．すなわち，

pj(x + y) = pj(x) + pj(y) である．さらに，c ∈ C とする．k = 1, · · · , m とすると，
cxk ∈Wkなので，pj(cx) = pj (c(x1 + · · · + xm)) = pj(cx1 + · · · + cxm) = cxj =

cpj(x)である．すなわち，pj(cx) = cpj(x)である．よって，pj は V の線形変換である．

p.92 下から 1行目 x ∈ V とすると，あるx1 ∈W1，· · ·，xm ∈Wmが一意的に存在

し，x = x1 + · · · + xm となる．

(1) (pj ◦ pk)(x) = pj (pk(x)) = pj(xk) = δjkxk = δjkxj = δjkpj(x)である．よっ

て，(1)がなりたつ．

(2) p1(x) + · · · + pm(x) = x1 + · · · + xm = xである．よって，(2)がなりたつ．

(3) まず，xj ∈Wj とすると，xj = pj(xj) ∈ Im pj である．よって，Wj ⊂ Im pj であ

る．また，pj の定義 (9.3)より，Im pj ∈Wj である．したがって，(3)がなりたつ．

p.94 上から 3行目 ジョルダン標準形の存在定理（定理 7.3）より，ある正則な P ∈
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Mn(C)が存在し，P−1AP =

⎛
⎜⎜⎜⎝
J1 0

. . .

0 Jr

⎞
⎟⎟⎟⎠と表される．ただし，j = 1, · · · , rに対

して，Jj は固有値が λj のジョルダン細胞からなるジョルダン標準形である．ここで，Jj を

mj 次の正方行列とし，P をP = ( P1 P2 · · · Pr )とブロック分割しておく．ただし，

j = 1, 2, · · · , rに対して，Pj は n行mj 列の行列である．このとき，APj = PjJj とな

る．また，P は正則なので，P の各列ベクトルはCnの基底となる．よって，Aのジョルダン

標準形が 1個のジョルダン細胞からなる r = 1の場合の計算と同様に，Pj の各列ベクトルは

W̃ (λj)の基底となり，(9.10)の直和分解が得られる．したがって，mj = dim
(
W̃ (λj)

)
で

あり，Aの固有多項式はジョルダン標準形の固有多項式に一致するので，(9.11)が得られる．

§ 10の のマーク

p.105 上から 3行目 kを自然数とすると，(P−1AP )k =

(P
−1
AP )(P

−1
AP ) · · · (P−1

AP )︸ ︷︷ ︸
k個

= P−1AkP である．よって，f(λ) = a0λ
m+

a1λ
m−1 + · · · + am−1λ+ am （a0, a1, a2, · · · , am ∈ C）と表しておくと，

f(P−1AP ) = a0(P
−1AP )m + a1(P

−1AP )m−1 + · · · + am−1P
−1AP + amE =

a0P
−1AmP + a1P

−1Am−1P + · · · + am−1P
−1AP + amE = P−1(a0A

m+

a1A
m−1 + · · · + am−1A+ amE)P = P−1f(A)P となる．

p.105 上から 11行目 (6.1)より，λE − J(λ′;n)はすべての対角成分が λ − λ′ の n

次の正方行列となる．よって，(10.11)がなりたつ．

p.105 下から 11行目 まず，J(λ′;n) − λ′E =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0 1 0 · · · 0 0

0 0 1 · · · 0 0

...
...

...
. . .

...
...

0 0 0 · · · 0 1

0 0 0 · · · 0 0

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

= J(0;n)

である．さらに，J(0;n)2 =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0 1 0 · · · 0 0

0 0 1 · · · 0 0

...
...

...
. . .

...
...

0 0 0 · · · 0 1

0 0 0 · · · 0 0

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0 1 0 · · · 0 0

0 0 1 · · · 0 0

...
...

...
. . .

...
...

0 0 0 · · · 0 1

0 0 0 · · · 0 0

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

=
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⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0 0 1 · · · 0 0

0 0 0 · · · 0 0

...
...

...
. . .

...
...

0 0 0 · · · 0 0

0 0 0 · · · 0 0

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
，· · ·，J(0;n)n−2 =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0 0 0 · · · 1 0

0 0 0 · · · 0 1

...
...

...
. . .

...
...

0 0 0 · · · 0 0

0 0 0 · · · 0 0

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
，J(0;n)n−1 =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0 0 0 · · · 0 1

0 0 0 · · · 0 0

...
...

...
. . .

...
...

0 0 0 · · · 0 0

0 0 0 · · · 0 0

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
，J(0;n)n =Oとなる．よって，(10.12), (10.13)が得られる．

p.106 脚注 J =

(
λ1 0

0 λ2

)
（λ1, λ2 ∈ C，λ1 
= λ2）のとき まず，φJ(λ) =

|λE − J| = (λ− λ1)(λ− λ2)である．次に，固有値 λ1の J のジョルダン細胞の個数は 1

次のものが 1，固有値 λ2の J のジョルダン細胞の個数は 1次のものが 1である．よって，固

有値 λ1, λ2に対する J の標数はそれぞれ 1，1である．したがって，定理 10.4の (1)より，

ψJ(λ) = (λ − λ1)(λ − λ2)である．さらに，固有空間，広義固有空間の次元は (10.16),

(10.17)の通りとなる．

J =

(
λ1 0

0 λ1

)
（λ1 ∈ C）のとき まず，φJ(λ) = |λE − J| = (λ− λ1)

2である．次

に，固有値 λ1の J のジョルダン細胞の個数は 1次のものが 2である．よって，固有値 λ1に

対する J の標数は 1である．したがって，定理 10.4の (1)より，ψJ(λ) = λ− λ1である．

さらに，固有空間，広義固有空間の次元は (10.21)の通りとなる．

J =

(
λ1 1

0 λ1

)
（λ1 ∈ C）のとき まず，φJ(λ) = |λE − J| = (λ− λ1)

2である．次

に，固有値 λ1の J のジョルダン細胞の個数は 2次のものが 1である．よって，固有値 λ1に

対する J の標数は 2である．したがって，定理 10.4の (1)より，ψJ(λ) = (λ− λ1)
2であ

る．さらに，固有空間，広義固有空間の次元は (10.23)の通りとなる．

J =

⎛
⎜⎝λ1 0 0

0 λ2 0

0 0 λ3

⎞
⎟⎠（λ1, λ2, λ3 ∈ C，λ1 
= λ2，λ1 
= λ3，λ2 
= λ3）のとき

まず，φJ(λ) = |λE − J| = (λ− λ1)(λ− λ2)(λ− λ3)である．次に，固有値 λ1の J の

ジョルダン細胞の個数は 1次のものが 1，固有値 λ2 の J のジョルダン細胞の個数は 1次の
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ものが 1，固有値 λ3 の J のジョルダン細胞の個数は 1次のものが 1である．よって，固有

値 λ1, λ2, λ3 に対する J の標数はそれぞれ 1, 1, 1である．したがって，定理 10.4の (1)

より，ψJ(λ) = (λ− λ1)(λ− λ2)(λ− λ3)である．さらに，固有空間，広義固有空間の次

元は (10.27), (10.28)の通りとなる．

J =

⎛
⎜⎝λ1 0 0

0 λ1 0

0 0 λ2

⎞
⎟⎠（λ1, λ2 ∈ C，λ1 
= λ2）のとき まず，φJ(λ) = |λE − J| =

(λ − λ1)
2(λ − λ2) である．次に，固有値 λ1 の J のジョルダン細胞の個数は 1 次のも

のが 2，固有値 λ2 の J のジョルダン細胞の個数は 1 次のものが 1 である．よって，固有

値 λ1, λ2 に対する J の標数はそれぞれ 1, 1である．したがって，定理 10.4の (1)より，

ψJ(λ) = (λ − λ1)(λ − λ2)である．さらに，固有空間，広義固有空間の次元は (10.32),

(10.33)の通りとなる．

J =

⎛
⎜⎝λ1 1 0

0 λ1 0

0 0 λ2

⎞
⎟⎠（λ1, λ2 ∈ C，λ1 
= λ2）のとき まず，φJ(λ) = |λE − J| =

(λ − λ1)
2(λ − λ2) である．次に，固有値 λ1 の J のジョルダン細胞の個数は 2 次のも

のが 1，固有値 λ2 の J のジョルダン細胞の個数は 1 次のものが 1 である．よって，固有

値 λ1, λ2 に対する J の標数はそれぞれ 2, 1である．したがって，定理 10.4の (1)より，

ψJ(λ) = (λ− λ1)
2(λ− λ2)である．さらに，固有空間，広義固有空間の次元は (10.35),

(10.36)の通りとなる．

J =

⎛
⎜⎝λ1 0 0

0 λ1 0

0 0 λ1

⎞
⎟⎠（λ1 ∈ C）のとき まず，φJ(λ) = |λE − J| = (λ− λ1)

3 であ

る．次に，固有値 λ1 の J のジョルダン細胞の個数は 1次のものが 3である．よって，固有

値 λ1に対する J の標数は 1である．したがって，定理 10.4の (1)より，ψJ(λ) = λ− λ1

である．さらに，固有空間，広義固有空間の次元は (10.41)の通りとなる．

J =

⎛
⎜⎝λ1 1 0

0 λ1 0

0 0 λ1

⎞
⎟⎠（λ1 ∈ C）のとき まず，φJ(λ) = |λE − J| = (λ− λ1)

3 であ

る．次に，固有値 λ1 の J のジョルダン細胞の個数は 1次のものが 1，2次のものが 1であ

る．よって，固有値 λ1 に対する J の標数は 2である．したがって，定理 10.4の (1)より，

ψJ(λ) = (λ − λ1)
2 である．さらに，固有空間，広義固有空間の次元は (10.43)の通りと

なる．
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J =

⎛
⎜⎝λ1 1 0

0 λ1 1

0 0 λ1

⎞
⎟⎠（λ1 ∈ C）のとき まず，φJ(λ) = |λE − J| = (λ− λ1)

3 であ

る．次に，固有値 λ1の J のジョルダン細胞の個数は 3次のものが 1である．よって，固有値

λ1に対する J の標数は 3である．したがって，定理 10.4の (1)より，ψJ(λ) = (λ− λ1)
3

である．さらに，固有空間，広義固有空間の次元は (10.45)の通りとなる．

§ 11の のマーク

p.119 下から 7行目 P1, · · · , PrがAの行列多項式であることと (11.17)より，N2 =

{(A− λ1E)P1 + · · · + (A− λrE)Pr}2 = {(A− λ1E)P1}2 + · · ·+
{(A− λrE)Pr}2 + 2

∑
j �=k

(A− λjE)(A− λkE)PjPk = (A− λ1E)2P 2
1 + · · ·+

(A− λrE)2P 2
r + 2

∑
j �=k

(A− λjE)(A− λkE)O = (A− λ1E)2P1 + · · ·+

(A− λrE)2Pr となる．以下，同様に計算すると，(11.22)が得られる．

p.122 上から 5行目 (11.35)は (11.29)において，n= 2，a1 = −1，a2 = −1とした

ものと同値である．よって，(11.30)のA，(11.31)のxk は (11.36)の通りとなり，(11.5)

が得られる．

§ 12の のマーク

p.126 上から 4行目 (12.1)より，exp tA=

∞∑
k=0

1

k!
(tA)

k
=

∞∑
k=0

1

k!
t
k
A

kである．よっ

て，(exp tA)
′
=

∞∑
k=1

1

(k − 1)!
t
k−1

A
k

=A

∞∑
k=1

1

(k − 1)!
t
k−1

A
k−1

==A

∞∑
k=0

1

k!
t
k
A

k

= A exp tAである．

p.126 上から 6行目 まず，expO=Eより，(12.8)は t= 0のとき，等式z(0) = z(0)と

なることに注意する．次に，(12.7)より，z′(t) = (exp tA)′z(0) =A(exp tA)z(0) =Az(t)

である．よって，z = z(t)は (12.6)の解である．

p.126 下から 4行目 (12.9)より，P−1(tA)P =
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⎛
⎜⎜⎜⎝
tJ(λ1;m1) 0

. . .

0 tJ(λr;mr)

⎞
⎟⎟⎟⎠ である．よって，k = 1, 2, · · ·とすると，(11.8)の

計算と同様に，
{
P−1(tA)P

}k
=

⎛
⎜⎜⎜⎝

(tJ(λ1;m1))
k 0

. . .

0 (tJ(λr;mr))k

⎞
⎟⎟⎟⎠である．し

たがって，(12.1)より，exp
{
P

−1
(tA)P

}
=

∞∑
k=0

1

k!

{
P

−1
(tA)P

}k
=

∞∑
k=0

1

k!

⎛
⎜⎜⎜⎝

(tJ(λ1;m1))
k 0

. . .

0 (tJ(λr;mr))k

⎞
⎟⎟⎟⎠=

⎛
⎜⎜⎜⎝

exp tJ(λ1;m1) 0
. . .

0 exp tJ(λr;mr)

⎞
⎟⎟⎟⎠となる．さらに，定理12.1の (5)より，exp tA

= P exp
{
P−1(tA)P

}
P−1 = P

⎛
⎜⎜⎜⎝

exp tJ(λ1;m1) 0
. . .

0 exp tJ(λr;mr)

⎞
⎟⎟⎟⎠P−1 で

ある．

p.127 下から 1行目 まず，tJ(0;n) =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0 t 0 · · · 0 0

0 0 t · · · 0 0

...
...

...
. . .

...
...

0 0 0 · · · 0 t

0 0 0 · · · 0 0

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
である．さらに，

(tJ(0;n))2 =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0 t 0 · · · 0 0

0 0 t · · · 0 0

...
...

...
. . .

...
...

0 0 0 · · · 0 t

0 0 0 · · · 0 0

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0 t 0 · · · 0 0

0 0 t · · · 0 0

...
...

...
. . .

...
...

0 0 0 · · · 0 t

0 0 0 · · · 0 0

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

=
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⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0 0 t2 · · · 0 0

0 0 0 · · · 0 0

...
...

...
. . .

...
...

0 0 0 · · · 0 0

0 0 0 · · · 0 0

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
，· · ·，(tJ(0;n))n−2 =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0 0 0 · · · tn−2 0

0 0 0 · · · 0 tn−2

...
...

...
. . .

...
...

0 0 0 · · · 0 0

0 0 0 · · · 0 0

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
，

(tJ(0;n))n−1 =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0 0 0 · · · 0 tn−1

0 0 0 · · · 0 0

...
...

...
. . .

...
...

0 0 0 · · · 0 0

0 0 0 · · · 0 0

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
となる．よって，(12.13)が得られる．

p.129 下から 5行目 exp(λ1tP1 + · · ·+ λrtPr) =

∞∑
k=0

1

k!
(λ1tP1 + · · ·+ λrtPr)

k

=
∞∑

k=0

1

k!

{
(λ1t)

k
P1 + · · · + (λrt)

k
Pr

}
=

∞∑
k=0

1

k!
(λ1t)

k
P1 + · · ·+

∞∑
k=0

1

k!
(λrt)

k
Pr

= eλ1tP1 + · · · + eλrtPr である．

p.130 上から 7行目 exp tA= exp(λ1tP1 + · · · + λrtPr)(exp tN) =

(eλ1tP1 + · · · + eλrtPr)(exp tN) = (eλ1tP1 + · · · + eλrtPr)

×{(exp t(A− λ1E))P1 + · · · + (exp t(A− λrE))Pr} = (eλ1tP1 + · · · + eλrtPr)

×
{ ∞∑

k=0

1

k!
t
k
(A− λ1E)

k
P1 + · · · +

∞∑
k=0

1

k!
t
k
(A− λrE)

k
Pr

}
=

(e
λ1t

P1 + · · · + e
λrt

Pr)

{
k1−1∑
k=0

1

k!
t
k
(A− λ1E)

k
P1 + · · · +

kr−1∑
k=0

1

k!
t
k
(A− λrE)

k
Pr

}

= e
λ1t

k1−1∑
k=0

1

k!
t
k
(A− λ1E)

k
P1 + · · · + e

λrt
kr−1∑
k=0

1

k!
t
k
(A− λrE)

k
Pr である．

§ 13の のマーク

p.144 上から 4行目 まず，x, yが 1次従属のとき，ある c ∈ Cが存在し，x = cyまた

は y = cxとなる．よって，内積およびノルムの性質より，コーシー –シュワルツの不等式に

おいて，等号が成立する．次に，y = 0のとき，コーシー –シュワルツの不等式において，等

号が成立し，x, yは 1次従属である．また，y 
= 0のとき，ノルムの正値性より，〈y,y〉> 0

である．よって，コーシー –シュワルツの不等式において，等号が成立すると仮定すると，
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(13.16)の計算より，
〈
x − 〈x,y〉

〈y,y〉y,x − 〈x,y〉
〈y,y〉y

〉
= 0である．したがって，ノルムの正値

性より，x − 〈x,y〉
〈y,y〉y = 0となり，x, yは 1次従属である．

§ 14の のマーク

p.152 上から 5行目 (A+ B)∗ = A∗ + B∗ 随伴行列の定義より，(A + B)∗ の

(i, j)成分=A+ B の (j, i)成分の共役=Aの (j, i)成分の共役+B の (j, i)成分の共役

=A∗ の (i, j)成分+B∗ の (i, j)成分である．よって，(A+ B)∗ = A∗ + B∗ である．

(AB)∗ = B∗A∗ Aの列，Bの行の個数をmとすると，随伴行列の定義より，(AB)∗の

(i, k)成分=AB の (k, i)成分の共役=

⎧⎨
⎩

m∑
j=1

(Aの (k, j)成分) × (B の (j, i)成分)

⎫⎬
⎭の

共役=

m∑
j=1

(B の (j, i)成分の共役) × (Aの (k, j)成分の共役) =

m∑
j=1

(B∗ の (i, j)成分) × (A∗ の (j, k)成分) =B∗A∗ の (i, k)成分である．よって，

(AB)∗ = B∗A∗ である．

(cA)∗ = c̄A∗ 随伴行列の定義より，(cA)∗の (i, j)成分= cAの (j, i)成分の共役= c̄×
(Aの (j, i)成分の共役) = c̄× (A∗ の (i, j)成分)である．よって，(cA)∗ = c̄A∗である．

p.153 上から 4行目 ‖f(aj − iak)‖2 = ‖aj − iak‖2 = 〈aj − iak,aj − iak〉 =

〈aj ,aj〉 − ī〈aj ,ak〉 − i〈ak,aj〉 + i · ī〈ak,ak〉 = 2である．

p.153 上から 10行目 ‖f(aj − iak)‖2 = ‖f(aj) − if(ak)‖2 = ‖f(aj)‖2 −
2 Im 〈f(aj), f(ak)〉 + ‖f(ak)‖2 = ‖aj‖2 − 2 Im 〈f(aj), f(ak)〉 + ‖ak‖2 = 2−
2 Im 〈f(aj), f(ak)〉である．

§ 15の のマーク

p.159 下から 4行目 定理 15.1を nに関する数学的帰納法により示す．n = 1のとき，

1次の複素正方行列は上三角行列であり，ユニタリ行列である単位行列によって上三角化され

る．よって，定理 15.1がなりたつ．n= k（k = 1, 2, · · ·）のとき，定理 15.1がなりたつと

仮定する．このとき，A ∈Mk+1(C)とする．Aの固有値 λ1 ∈ Cを 1つ選んでおき，固有

値 λ1に対する固有ベクトル p1を 1つ選んでおく．必要ならば，p1を正規化しておくことに
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より，‖p1‖ = 1であると仮定してよい．さらに，グラム –シュミットの直交化法（定理 14.1）

より，p2, p3, · · · , pk+1 ∈ Ck+1 をp1, p2, · · · , pk+1がCk+1の正規直交基底となる

ように選んでおくことができる．P ∈Mk+1(C)を P =
(

p1 p2 · · · pk+1
)
により

定めると，AP =
(
Ap1 Ap2 · · · Apk+1

)
=
(
λ1p1 Ap2 · · · Apk+1

)
=

(
p1 p2 · · · pk+1

) (λ1 ∗
0 B

)
= P

(
λ1 ∗
0 B

)
と表すことができる．ただし，B ∈

Mk(C)である．P の列ベクトル p1, p2, · · · , pk+1 はCk+1 の正規直交基底なので，定

理 14.3の (2) ⇔(3)より，P はユニタリ行列であり，P−1AP =

(
λ1 ∗
0 B

)
となる．こ

こで，帰納法の仮定より，B はユニタリ行列によって上三角化可能である，すなわち，ある

ユニタリ行列Q ∈Mk(C)および λ2, λ3, · · · , λk+1 ∈ Cが存在し，Q−1BQ=⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝

λ2

λ3 ∗
. . .

0 λk+1

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠ となる．よって，R= P

(
1 0

0 Q

)
とおくと，Rはユニタリ行

列であり，(2.7), (2.8)の計算より，AはRによって上三角化される．したがって，n= k+ 1

のとき，定理 15.1がなりたつ．以上より，定理 15.1がなりたつ．

§ 16の のマーク

p.172 （第 1版は訂正後の）脚注 まず，x, y ∈W (λ)とすると，f(x + y) = x + y =

x̄ + ȳ = f(x) + f(y)である．さらに，c ∈ Cとすると，f(cx) = cx = c̄x̄ = c̄f(x)であ

る．よって，f は共役線形写像である［ 正誤表参照］．

p.174 上から 8行目 l, m= 1, 2, · · · , sとする．
{p1, · · · , pr, u1, u1, · · · , us, us}はCnの正規直交基底なので，〈q2l−1, q2m−1〉 =

〈 1√
2
(ul + ul),

1√
2
(um + um)〉= 1

2 (〈ul,um〉 + 〈ul,um〉 + 〈ul,um〉 + 〈ul,um〉)
= 1

2 (δlm + 0 + 0 + δlm) = δlm，〈q2l−1, q2m〉 = 〈 1√
2
(ul + ul),

i√
2
(um − um)〉 =

− i
2 (〈ul,um〉 − 〈ul,um〉 + 〈ul,um〉 − 〈ul,um〉)

= − i
2 (δlm − 0 − 0 − δlm) = 0，〈q2l, q2m−1〉 = 〈q2m−1, q2l〉 = 0̄ = 0，〈q2l, q2m〉 =

〈 i√
2
(ul − ul),

i√
2
(um − um)〉 =

1
2 (〈ul,um〉 − 〈ul,um〉 − 〈ul,um〉 + 〈ul,um〉) = 1

2 (δlm − 0 − 0 + δlm) = δlmと

なる．よって，(16.11)がなりたつ．
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p.175 下から 10行目 Aの成分はすべて実数であることに注意すると，Aが直交行列に

よって対角化されることより，ある P ∈Mn(R)が存在し，P−1AP =⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝

λ1

λ2 0
. . .

0 λn

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠（λ1, λ2, · · · , λn ∈R）となる．Pは直交行列なので，P−1 = tP

であることに注意し，上の式の両辺の転置行列を考えると，P−1tAP =⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝

λ1

λ2 0
. . .

0 λn

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠となる．よって，P

−1AP = P−1tAP となるので，tA= Aと

なり，Aは対称行列である．

§ 17の のマーク

p.185 下から 11行目 x, x′ ∈ Rm，y, y′ ∈ Rn，c ∈ Rとする．

(1)の条件 bA(x + x′,y) = t(x + x′)Ay = (tx + tx′)Ay = txAy + tx′Ay =

bA(x,y) + bA(x′,y)である．

(2)の条件 bA(x,y + y′) = txA(y + y′) = txAy + txAy′ = bA(x,y) + bA(x,y′)

である．

(3)の条件 まず，bA(cx,y) = t(cx)Ay = ctxAy = cbA(x,y)である．また，bA(x, cy)

= txA(cy) = ctxAy = cbA(x,y)である．

p.185 下から 4行目 f, g, h ∈ C[0, 1]，c ∈ Rとする．

対称性 b(f, g) =

∫ 1

0
f(t)g(t) dt=

∫ 1

0
g(t)f(t) dt= b(g, f)である．

線形性 まず，b(f + g, h) =

∫ 1

0
(f + g)(t)h(t) dt=

∫ 1

0
(f(t) + g(t))h(t) dt=∫ 1

0
(f(t)h(t) + g(t)h(t)) dt =

∫ 1

0
f(t)h(t) dt +

∫ 1

0
g(t)h(t) dt = b(f, h) + b(g, h)

である．また，b(cf, g) =

∫ 1

0
(cf)(t)g(t) dt =

∫ 1

0
cf(t)g(t) dt = c

∫ 1

0
f(t)g(t) dt =

c(f, g)である．

正値性 まず，b(f, f) =

∫ 1

0
(f(t))

2
dt≥ 0である．さらに，b(f, f) = 0となるのはf = 0，
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すなわち，任意の t ∈ [0, 1]に対して，f(t) = 0となるときに限る．

p.186 下から 8行目 ϕが線形同型写像であることを示す．ψについても同様である．ϕ

の定義より，ϕは全単射なので，ϕが線形写像であることを示せばよい．まず，x, x′ ∈ V とし，
x1, x2, · · · , xm ∈Rを基底 {a1, a2, · · · , am}に関するxの成分，x′

1, x
′
2, · · · , x′

m ∈
Rを基底 {a1, a2, · · · , am}に関する x′ の成分とする．このとき，x + x′ =

(x1a1 + x2a2 + · · · + xmam) + (x′
1a1 + x′

2a2 + · · · + x′
mam) = (x1 + x′

1)a1 +

(x2 + x′
2)a2 + · · · + (xm + x′

m)am である．よって，基底 {a1, a2, · · · , am}に関す
るx + x′の成分は x1 + x′

1, x2 + x′
2, · · · , xm + x′

mである．したがって，ϕ(x + x′) =⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝
x1 + x′

1

x2 + x′
2

...

xm + x′
m

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠ =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝
x1

x2

...

xm

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠ +

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝
x′
1

x′
2
...

x′
m

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠ = ϕ(x) + ϕ(x′) である．さらに，c ∈ R とする

と，cx = c(x1a1 + x2a2 + · · · + xmam) = cx1a1 + cx2a2 + · · · + cxmamである．

よって，基底 {a1, a2, · · · , am}に関する cxの成分は cx1, cx2, · · · , cxm である．し

たがって，ϕ(cx) =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝
cx1

cx2

...

cxm

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠ = c

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝
x1

x2

...

xm

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠ = cϕ(x) である．以上より，ϕ は線形写像で

ある．

p.187 下から 5行目 (17.6), (17.7)より，b(x,y) =

(
x1 x2 · · · xm

)
A

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝
y1

y2
...

ym

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠=

(
x′
1 x′

2 · · · x′
m

)
tPAQ

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝
y′1
y′2
...

y′m

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠となる．よっ

て，基底 {a′
1, a′

2, · · · , a′
m}，{b′

1, b′
2, · · · , b′

n}に関する bの表現行列は tPAQである．

p.188 上から 3行目 標準基底に関する

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝
x1

x2

...

xm

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠ ∈ Rm の成分は x1, x2, . . . , xm で

ある．よって，bA の定義より，Rm およびRn の標準基底に関する bA の表現行列はAで

ある．
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p.188 下から 6行目 x, y ∈Rnとすると，bA(x,y) = txAy = t(txAy) = tytAxで

あることに注意する．bAが対称形式となるのは，任意のx, y ∈Rnに対して，txAy = tyAx

となるとき，すなわち，tytAx = tyAx より，tA=Aであり，Aが対称行列のときである．

p.188 下から 5行目 x, y ∈ Rnとすると，bA(x,y) = txAy = t(txAy) = tytAx

であることに注意する．bA が交代形式となるのは，任意の x, y ∈ Rn に対して，txAy =

−tyAxとなるとき，すなわち，tytAx = −tyAx より，tA = −Aであり，Aが交代行
列のときである．

p.190 上から 2行目 存在 まず，bは V 上の双 1次形式なので，bs, ba は V 上の双

1次形式を定める．ここで，bs(x,y) = 1
2 (b(x,y) + b(y,x)) = 1

2 (b(y,x) + b(x,y)) =

bs(y,x)である．よって，bs は V 上の対称形式を定める．また，ba(x,y) =

1
2 (b(x,y) − b(y,x)) = −1

2 (b(y,x) − b(x,y)) = −ba(y,x)である．よって，baは V

上の交代形式を定める．さらに，bs(x,y) + ba(x,y) = b(x,y)なので，b = bs + ba で

ある．

一意性 bs, b
′
sをV 上の対称形式，ba, b

′
aをV 上の交代形式とし，b= bs + ba = b′s + b′a

がなりたつとする．このとき，bs − b′s = b′a − baである．x, y ∈ V とすると，bs, b
′
sは対

称形式，ba, b
′
aは交代形式であることより，bs(x,y) − b′s(x,y) = bs(y,x) − b′s(y,x) =

b′a(y,x) − ba(y,x) = −b′a(x,y) + ba(x,y) = −bs(x,y) + b′s(x,y)となる．よって，

2bs(x,y) = 2b′s(x,y)より，bs(x,y) = b′s(x,y)となり，bs = b′s である．さらに，0 =

bs(x,y) − b′s(x,y) = b′a(x,y) − ba(x,y)より，ba(x,y) = b′a(x,y)となり，ba = b′a
である．

p.191 上から 8行目 Aの正の固有値に対する 1次独立な固有ベクトルをP の第 1列から

第 r列，Aの負の固有値に対する 1次独立な固有ベクトルをP の第 (r + 1)列から第 (r + s)

列，Aの固有値 0に対する 1次独立な固有ベクトルを P の第 (r + s + 1)列から第 n列に

並べればよい．

p.191 下から 1行目 Step 1 V の基底 {a1, a2, · · · , an}を 1つ選んでおく．Aを

基底 {a1, a2, · · · , an}に関する bの表現行列とすると，bは交代形式なので，例 17.4よ

り，Aは交代行列である．よって，定理 16.4より，ある直交行列P ∈Mn(R)が存在し，直

交行列に対する条件 tP = P−1 を用いて，tPAP = P−1AP =
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⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0

. . . 0
0

0 −b1
b1 0

. . .

0 0 −bs

bs 0

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

（b1, b2, · · · , bs ∈ R \ {0}）と表される．

Step 2 V の基底 {b1, b2, · · · , bn}を ( b1 b2 · · · bn ) =

( a1 a2 · · · , an )P により定める．このとき，17・2の議論において，P =Qとお

くことにより，基底 {b1, b2, · · · , bn}に関する bの表現行列は上のようになる．

Step 3 ここで，必要ならば，P の列ベクトルの順序を入れ替えることにより，b1, b2, · · · ,

br > 0とし，tPAP =

⎛
⎜⎝ O B O

−B O O

O O O

⎞
⎟⎠，B =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝
b1

b2 0
. . .

0 bs

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠としてよい．この

とき，V の基底 {c1, c2, · · · , cn}を ci =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

1√
bi

bi (i= 1, · · · , s),

1√
bi

bi (i= s+ 1, · · · , 2s),

bi (i= 2s+ 1, · · · , n)

とおくと，

基底 {c1, c2, · · · , cn}に関する bの表現行列は (17.22)となる．

§ 18の のマーク

p.196 上から 10行目 q(cx) = b(cx, cx) = c2b(x,x) = c2q(x)である．

p.196 上から 11行目 q(x + y) − q(x) − q(y) = b(x + y,x + y) − b(x,x)−
b(y,y) = b(x,x) + b(x,y) + b(y,x) + b(y,y) − b(x,x) − b(y,y) = b(x,y)+

b(x,y) = 2b(x,y)である．
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§ 19の のマーク

p.209 上から 9行目 x, y ∈ Rn とする．直交行列はノルムを保つことに注意すると，

d (f(x), f(y)) = ‖f(x)− f(y)‖= ‖Ax + b− (Ay + b)‖= ‖A(x−y)‖= ‖x−y‖=

d(x,y)である．よって，f は等長変換である．

p.209 上から 11行目 (1) x, y ∈Rnとすると，fは等長変換なので，d (g(x), g(y)) =

‖g(x)− g(y)‖= ‖f(x)− f(0)− (f(y) − f(0)) ‖= ‖f(x)− f(y)‖= d (f(x), f(y))

= d(x,y)である．よって，gは等長変換である．

(2) x ∈Rnとすると，f は等長変換なので，‖g(x)‖ = ‖f(x) − f(0)‖ = d(f(x), f(0)) =

d(x, 0) = ‖x − 0‖ = ‖x‖である．よって，gはノルムを保つ．
(3) x, y ∈ Rn とすると，(2)より，(d (g(x), g(y)))2 = ‖g(x) − g(y)‖2 =

〈g(x) − g(y), g(x) − g(y)〉 = 〈g(x), g(x)〉 − 〈g(x), g(y)〉 − 〈g(y), g(x)〉+
〈g(y), g(y)〉 = ‖g(x)‖2 − 2〈g(x), g(y)〉 + ‖g(y)‖2 = ‖x‖2 − 2〈g(x), g(y)〉 + ‖y‖2

である．同様に，(d(x,y))2 = ‖x‖2 − 2〈x,y〉 + ‖y‖2である．さらに，(1)より，‖x‖2 −
2〈g(x), g(y)〉+ ‖y‖2 = ‖x‖2 − 2〈x,y〉+ ‖y‖2である．よって，〈g(x), g(y)〉= 〈x,y〉
となり，gは標準内積を保つ．

(4) まず，x, y ∈ Rn とすると，(3)より，

〈g(x + y) − g(x) − g(y), g(x + y) − g(x) − g(y)〉 = 〈g(x + y), g(x + y)〉−
〈g(x + y), g(x)〉 − 〈g(x + y), g(y)〉 − 〈g(x), g(x + y)〉 + 〈g(x), g(x)〉+
〈g(x), g(y)〉 − 〈g(y), g(x + y)〉 + 〈g(y), g(x)〉 + 〈g(y), g(y)〉 = 〈x + y,x + y〉 −
〈x + y,x〉 − 〈x + y,y〉 − 〈x,x + y〉 + 〈x,x〉 + 〈x,y〉 − 〈y,x + y〉 + 〈y,x〉 +

〈y,y〉 = 〈x,x〉 + 〈x,y〉 + 〈y,x〉 + 〈y,y〉 − 〈x,x〉 − 〈y,x〉 − 〈x,y〉 − 〈y,y〉 −
〈x,x〉 − 〈x,y〉 + 〈x,x〉 + 〈x,y〉 − 〈y,x〉 − 〈y,y〉 + 〈y,x〉 + 〈y,y〉 = 0 である．

よって，内積の正値性より，g(x + y) − g(x) − g(y) = 0，すなわち，g(x + y) = g(x)+

g(y)である．さらに，c ∈ Rとすると，(3)より，〈g(cx) − cg(x), g(cx) − cg(x)〉 =

〈g(cx), g(cx)〉 − c〈g(cx), g(x)〉 − c〈g(x), g(cx)〉 + c2〈g(x), g(x)〉 = 〈cx, cx〉−
c〈cx,x〉 − c〈x, cx〉 + c2〈x,x〉 = 0である．よって，内積の正値性より，g(cx) − cg(x)

= 0，すなわち，g(cx) = cg(x)である．したがって，gは線形変換である．

(5) (2)と (4)または (3)と (4)より，Aは直交行列である．

p.210 下から 6行目 1次の直交行列とは 2次方程式 x2 = 1をみたす x ∈ Rのことであ

る．すなわち，x= ±1である．
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p.210 下から 2行目 直交行列の各列ベクトルは正規直交基底となることに注意する．ま

ず，Aの第 1列のノルムは 1である．よって，Aの第 1列は (19.19)のように表される．さ

らに，Aの第 2列はAの第 1列と直交するノルムが 1のベクトルである．したがって，Aの

第 2列は (19.19)のように表される．

p.212 下から 1行目 |A| = |P−1AP | = |Eq|| − Er||R(θ1)| · · · |R(θs)| =
1 · (−1)r 1 · 1 · · · 1︸ ︷︷ ︸

s個

= (−1)r である．よって，‖A‖ = 1のとき，rは偶数である．

p.213 脚注 (19.15)より，x =A−1f(x) −A−1bである．よって，f−1(y) =A−1y

−A−1b（y ∈ Rn）である．ここで，−A−1b ∈ Rn であり，Aは直交行列なので，A−1

も直交行列である．よって，定理 19.1より，f−1 も等長変換である．

§ 20の のマーク

p.223 下から 9行目 b1 =
1

p

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝
b′r+1

b′r+2
...

b′n

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠とおくと，‖b1‖ = 1である．よって，Rnの正

規直交基底 {b1, b2, · · · , bn}を選んでおくことができる．さらに，直交行列Q ∈Mn(R)

をQ=
(

b1 b2 · · · bn

)
により定めることができる．このとき，P ′ =Q−1とおくと，

P ′ は直交行列であり，P ′(pQ) = pEとなる．この式の両辺の第 1列より，(20.31)が得ら

れる．

p.223 下から 7行目 (20.31)の両辺の転置行列を考えると，(
b′r+1 b′r+2 · · · b′n

)
tP ′ =

(
p 0 · · · 0

)
である．ここで，P ′ は直交行列なの

で，(P ′)−1 = tP ′である．よって，上の式の両辺に右から P ′をかけると，(20.32)が得ら

れる．

§ 21の のマーク

p.235 下から 5行目 (f(a1)f1 + f(a2)f2 + · · · + f(an)fn) (aj) = f(a1)f1(aj)

+f(a2)f2(aj) + · · · + f(an)fn(aj) = f(a1)δ1j + f(a2)δ2j + · · · + f(an)δnj =

f(aj)である．
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p.236 上から 11行目 まず，(ι(x)) (f + g) = (f + g)(x) = f(x) + g(x) =

(ι(x)) (f) + (ι(x)) (g)である．また，(ι(x)) (cf) = (cf)(x) = cf(x) = c (ι(x)) (f) で

ある．

p.236 下から 7行目 まず，f ∈ V ∗とすると，(ι(x + y)) (f) = f(x + y) = f(x) +

f(y) = (ι(x)) (f) + (ι(y)) (f) = (ι(x) + ι(y)) (f)である．よって，(21.18)がなりた

つ．また，(ι(cx)) (f) = f(cx) = cf(x) = c (ι(x)) (f) = (cι(x)) (f) である．よって，

(21.19)がなりたつ．

p.237 下から 6行目 まず，(ϕ∗(f)) (x + y) = f (ϕ(x + y)) = f (ϕ(x) + ϕ(y)) =

f (ϕ(x)) + f (ϕ(y)) = (ϕ∗(f)) (x) + (ϕ∗(f)) (y)である．また，(ϕ∗(f)) (cx) =

f (ϕ(cx)) = f (cϕ(x)) = cf (ϕ(x)) = c (ϕ∗(f)) (x)である．

p.237 下から 1行目 まず，x ∈ V とすると，(ϕ∗(f + g)) (x) = (f + g) (ϕ(x)) =

f (ϕ(x)) + g (ϕ(x)) = (ϕ∗(f)) (x) + (ϕ∗(g)) (x) = (ϕ∗(f) + ϕ∗(g)) (x)である．よ

って，(21.24)がなりたつ．また，(ϕ∗(cf)) (x) = (cf) (ϕ(x)) = cf (ϕ(x)) =

c (ϕ∗f) (x) = (cϕ∗f) (x)である．よって，(21.25)がなりたつ．

§ 22の のマーク

p.243 下から 7行目 反射律 a ∈X とすると，a ∈X より，a∼ aである．よって，

∼は反射律をみたす．
対称律 a, b ∈X，a∼ bとすると，a, b ∈X より，b∼ aである．よって，∼は対称律
をみたす．

推移律 a, b, c ∈X，a∼ b，b∼ cとすると，a, c ∈X より，a∼ cである．よって，∼
は推移律をみたす．

p.243 下から 4行目 反射律 a ∈X とすると，a = aより，a∼ aである．よって，

∼は反射律をみたす．
対称律 a, b ∈X，a∼ bとすると，a= bである．よって，b= aとなり，b∼ aである．

したがって，∼は対称律をみたす．
推移律 a, b, c ∈X，a ∼ b，b ∼ cとすると，a = b，a = cである．よって，a = cと

なり，a∼ cである．したがって，∼は推移律をみたす．

p.245 下から 1行目 商集合の定義より，X/∼の任意の元はある x ∈Xを用いてC(x)
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と表される．よって，C(x) = π(x)となり，πは全射である．

p.248 下から 2行目 (1) [x] + [y] = [x + y] = [y + x] = [y] + [x]である．

(2) ([x] + [y]) + [z] = [x + y] + [z] = [(x + y) + z] = [x + (y + z)] = [x] +

[y + z] = [x] + ([y] + [z])である．

(3) まず，(1)より，[x] + [0] = [0] + [x]である．さらに，[0] + [x] = [0 + x] = [x]で

ある．

(4) c (d[x]) = c[dx] = [c(dx)] = [(cd)x] = (cd)[x]である．

(5) (c+ d)[x] = [(c+ d)x] = [cx + dx] = [cx] + [dx] = c[x] + d[x]である．

(6) c ([x] + [y]) = c[x + y] = [c(x + y)] = [cx + cy] = [cx] + [cy] = c[x] + c[y]で

ある．

(7) 1[x] = [1x] = [x]である．

(8) 0[x] = [0x] = [0]である．

§ 23の のマーク

p.255 上から 8行目 X, X′ ∈Ml,m(R)，Y, Y ′ ∈Mm,n(R)，c ∈ Rとする．

(1)の条件 Φ(X +X′, Y ) = (X +X′)Y =XY +X′Y = Φ(X,Y ) + Φ(X′, Y )で

ある．

(2)の条件 Φ(X,Y + Y ′) =X(Y + Y ′) =XY +XY ′ = Φ(X,Y ) + Φ(X,Y ′)で

ある．

(3)の条件 まず，Φ(cX, Y ) = (cX)Y =X(cY ) = Φ(X, cY )である．さらに，Φ(X, cY )

=X(cY ) = c(XY ) = cΦ(X,Y )である．

p.258 上から 3行目 ϕ, ψ, ρ ∈ Hom (V,W )，c, d ∈ Rとし，0 ∈ Hom (V,W )を零

写像とする．次の (1)～(8)がなりたつことを示せばよい．

(1) ϕ+ ψ = ψ + ϕ．

(2) (ϕ+ ψ) + ρ= ϕ+ (ψ + ρ)．

(3) ϕ+ 0 = 0 + ϕ= ϕ．

(4) c(dϕ) = (cd)ϕ．

(5) (c+ d)ϕ= cϕ+ dϕ．

(6) c(ϕ+ ψ) = cϕ+ cψ．

(7) 1ϕ= ϕ．

(8) 0ϕ= 0．
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(1) x ∈ V とすると，(ϕ + ψ)(x) = ϕ(x) + ψ(x) = ψ(x) + ϕ(x) = (ψ + ϕ)(x)であ

る．よって，(1)がなりたつ．

(2) x ∈ V とすると，((ϕ+ ψ) + ρ) (x) = (ϕ + ψ)(x) + ρ(x) = (ϕ(x) + ψ(x)) +

ρ(x) =ϕ(x) + (ψ(x) + ρ(x)) =ϕ(x) + (ψ+ ρ)(x) = (ϕ+ (ψ + ρ)) (x)である．よっ

て，(2)がなりたつ．

(3) まず，(1) より，ϕ + 0 = 0 + ϕ である．さらに，x ∈ V とすると，(0 + ϕ)(x) =

0(x) + ϕ(x) = 0W + ϕ(x) = ϕ(x)である．ただし，0W はW の零ベクトルである．よっ

て，(3)がなりたつ．

(4) x ∈ V とすると，(c(dϕ)) (x) = c(dϕ)(x) = c (dϕ(x)) = (cd) (ϕ(x)) =

((cd)ϕ) (x)である．よって，(4)がなりたつ．

(5) x ∈ V とすると，((c+ d)ϕ) (x) = (c + d)ϕ(x) = cϕ(x) + dϕ(x) = (cϕ)(x) +

(dϕ)(x) = (cϕ+ dϕ)(x)である．よって，(5)がなりたつ．

(6) x ∈ V とすると，(c(ϕ+ ψ)) (x) = c(ϕ + ψ)(x) = c (ϕ(x) + ψ(x)) = cϕ(x) +

cψ(x) = (cϕ)(x) + (cψ)(x) = (cϕ+ cψ)(x)である．よって，(6)がなりたつ．

(7) x ∈ V とすると，(1ϕ)(x) = 1ϕ(x) = ϕ(x)である．よって，(7)がなりたつ．

(8) x ∈ V とすると，(0ϕ)(x) = 0ϕ(x) = 0W = 0(x)である．よって，(8)がなりたつ．

p.258 上から 7行目 まず，x, x′ ∈ V とすると，(Φ(f,y)) (x + x′) = f(x + x′)(y)

=
(
f(x) + f(x′)

)
y = f(x)y + f(x′)(y) = (Φ(f,y)) (x) + (Φ(f,y)) (x′) である．さ

らに，c ∈ Rとすると，(Φ(f,y)) (cx) = f(cx)y = cf(x)y = c (Φ(f,y)) (x) である．

よって，(Φ(f,y)) (x)はΦ(f,y) ∈ Hom (V,W )を定める．

p.258 上から 9行目 定義23.1の(1)～(3)の条件を確かめればよい．f, f ′ ∈V ∗，y, y′ ∈
W，c ∈ Rとする．

(1)の条件 x∈V とすると，(Φ(f + f ′,y)
)
(x) = (f + f ′)(x)y =

(
f(x) + f ′(x)

)
y =

f(x)y + f ′(x)y = Φ(f,y)(x) + Φ(f ′,y)(x) =
(
Φ(f,y) + Φ(f ′,y)

)
(x)である．よっ

て，Φ(f + f ′,y) = Φ(f,y) + Φ(f ′,y)となり，(1)の条件がなりたつ．

(2)の条件 x∈V とすると，(Φ(f,y + y′)
)
(x) = f(x)(y + y′) = f(x)y + f(x)y′ =

Φ(f,y)(x) + Φ(f,y′)(x) =
(
Φ(f,y) + Φ(f,y′)

)
(x)である．よって，Φ(f,y + y′) =

Φ(f,y) + Φ(f,y′)となり，(2)の条件がなりたつ．

(3)の条件 まず，x∈V とすると，(Φ(cf,y)) (x) = (cf)(x)y = cf(x)y = f(x)(cy) =

(Φ(f, cy)) (x)である．よって，Φ(cf,y) = Φ(f, cy)である．さらに，(Φ(f, cy)) (x) =

cf(x)(y) = c (Φ(f,y)) (x) = (cΦ(f,y)) (x)である．したがって，Φ(f, cy) = cΦ(f,y)

である．以上より，(3)の条件がなりたつ．
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p.259 上から 7行目 定義23.1の(1)～(3)の条件を確かめればよい．x, x′ ∈V，y, y′ ∈
W，c ∈ Rとする．

(1)の条件 f ∈ V ∗，g ∈W∗ とすると，
(
ι(x + x′,y)

)
(f, g) = f(x + x′)g(y) =(

f(x) + f(x′)
)
g(y) = f(x)g(y) + f(x′)g(y) = (ι(x,y)) (f, g) +

(
ι(x′,y)

)
(f, g) =(

ι(x,y) + ι(x′,y)
)
(f, g) である．よって，ι(x + x′,y) = ι(x,y) + ι(x′,y) となり，

(1)の条件がなりたつ．

(2)の条件 f ∈ V ∗，g ∈W∗ とすると，
(
ι(x,y + y′)

)
(f, g) = f(x)g(y + y′) =

f(x)
(
g(y) + g(y′)

)
= f(x)g(y) + f(x)g(y′) = (ι(x,y)) (f, g) +

(
ι(x,y′)

)
(f, g) =(

ι(x,y) + ι(x,y′)
)
(f, g) である．よって，ι(x,y + y′) = ι(x,y) + ι(x,y′) となり，

(2)の条件がなりたつ．

(3)の条件 まず，f ∈V ∗，g ∈W∗とすると，(ι(cx,y)) (f, g) = f(cx)g(y) = cf(x)g(y) =

f(x) (cg(y)) = f(x)g(cy) = (ι(x, cy)) (f, g)である．よって，ι(cx,y) = ι(x, cy)で

ある．さらに，(ι(x, cy)) (f, g) = cf(x)g(y) = c (ι(x,y)) (f, g) = (cι(x,y)) (f, g)で

ある．したがって，ι(x, cy) = cι(x,y)である．以上より，(3)の条件がなりたつ．

p.261 上から 3行目（第 1版） 「手のマーク」の付いた文を削除する［ 正誤表参照］．

§ 24の のマーク

p.272 下から 8行目 次の部分空間の条件 (1)～(3)を示せばよい．

(1) 0 ∈ Sp(V )．ただし，0は Tp(V )の零ベクトルである．

(2) s, t ∈ Sp(V )ならば，s+ t ∈ Sp(V )．

(3) c ∈ R，t ∈ Sp(V )ならば，ct ∈ Sp(V )．

(1) 明らかである．

(2) s, t ∈ Sp(V )，σ ∈ Spとすると，Pσ(s+ t) = Pσ(s) + Pσ(t) = s+ tである．よっ

て，s+ t ∈ Sp(V )である．

(3) c ∈ R，t ∈ Sp(V )，σ ∈ Sp とすると，Pσ(ct) = cPσ(t) = ctである．よって，ct ∈
Sp(V )である．

p.274 上から 5行目 次の部分空間の条件 (1)～(3)を示せばよい．

(1) 0 ∈ Ap(V )．ただし，0は Tp(V )の零ベクトルである．

(2) s, t ∈ Ap(V )ならば，s+ t ∈ Ap(V )．

(3) c ∈ R，t ∈ Ap(V )ならば，ct ∈ Ap(V )．
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(1) 明らかである．

(2) s, t ∈ Ap(V )，σ ∈ Sp とすると，Pσ(s+ t) = Pσ(s) + Pσ(t) = (sgnσ)s+

(sgnσ)t= (sgnσ)(s+ t)である．よって，s+ t ∈ Ap(V )である．

(3) c ∈ R，t ∈ Ap(V )，σ ∈ Sp とすると，Pσ(ct) = cPσ(t) = c ((sgnσ)t) =

(sgnσ)(ct)である．よって，ct ∈ Ap(V )である．

（お疲れさまでした）【終】


