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「行間を埋める」ために

この別冊 PDFファイルは『手を動かしてまなぶ　曲線と曲面』（裳華房，2023年刊）
の本文中の のマークについて，その行間を埋めるための具体的なやり方を一例とし
てまとめたものです．
この別冊 PDFファイルを印刷して利用するときは，「小冊子」モードで印刷して二つ
折にすると，A5判サイズで本の巻末に挟み込んで利用することができます．
この別冊内の見出しの「p.〇 下から〇行目」という表記では，該当書籍の対応するペー
ジ内の脚注は行数にカウントしていません．
数学書は証明や計算の細部が省略されていることが多いため，精読する際はペンと紙を
用意して，自分で詳細を計算することが極めて重要です．論理の行間を埋めていくこと
で数学の基礎体力がついてきます．
証明や計算の論理を追うときは 1行 1行疑ってかかるくらいの態度で望みましょう．
論理の行間を埋めた後は，その数学的内容を改めて見直してみましょう．定義や定理の
主張はなにか，仮定はなぜ必要なのか，証明した定理の具体例を上げることができるかな
ど，時間をかけてじっくりと味わうことが大切です．そうしないと木を見て森を見ずと
いう状態に陥ったまま先へ進むことになりがちです．間違ってもよいので，慌てずに．
読者が手を動かしながら本書の隅々まで習熟され，曲線と曲面の微分幾何学の豊饒な世
界を堪能できますように．健闘を祈ります．

(2023年 9月 20日版)

§ 1の のマーク

p.5 上から 9行目 θ= 0のとき，あるk > 0が存在し，b= kaとなる．よって，⟨a, b⟩=

⟨a, ka⟩= k⟨a,a⟩= k∥a∥2となる．また，∥a∥∥b∥ cos θ= ∥a∥∥ka∥ cos 0= k∥a∥2とな
る．したがって，(1.9)がなりたつ．θ= πのとき，あるk< 0が存在し，b= kaとなる．よって，
⟨a, b⟩ = ⟨a, ka⟩ = k⟨a,a⟩ = k∥a∥2 となる．また，∥a∥∥b∥ cos θ = ∥a∥∥ka∥ cosπ =

k∥a∥2 となる．したがって，(1.9)がなりたつ．a = 0または b = 0のとき，(1.9)の両辺
はともに 0となるので，(1.9)がなりたつ．

p.5 下から 5行目 a= (a1, a2, a3), b= (b1, b2, b3)∈R3とする．さらに，a, b ̸= 0

とし，a，bを 1.3で述べたようにように空間ベクトルとみなすとき，aと bのなす角 θについ
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て，0< θ < πであるとする．このとき，a，bを二辺とする三角形に対して余弦定理を用い
ると，∥a − b∥2 = ∥a∥2 + ∥b∥2 − 2∥a∥∥b∥ cos θ である．すなわち，(1.4), (1.5)より，
(a1 − b1)

2 +(a2 − b2)
2 +(a3 − b3)

2 = a21 + a22 + a23 + b21 + b22 + b23 − 2∥a∥∥b∥ cos θ

となる．よって，a1b1 + a2b2 + a3b3 = ∥a∥∥b∥ cos θ，すなわち，(1.4)より，(1.9)がな
りたつ．また，その他の場合も平面ベクトルの場合とまったく同様に，(1.9)がなりたつ．

p.8 下から 2行目 a× bと cのなす角を θとすると，a，b，cを三辺とする平行六面体

の体積は ∥a × b∥∥c∥| cos θ| = |⟨a × b, c⟩| となる．

§ 2の のマーク

p.13 上から 7行目 p.13の脚注で述べた単射の定義の対偶を考えることにより，x, y ∈

Rn，f(x) = f(y)ならば，x= yであることを示せばよい．x, y ∈Rn，f(x) = f(y)とす
る．このとき，(2.4)および距離の正値性（定理2.1(1)）より，d(x,y) = d(f(x), f(y)) = 0，
すなわち，d(x,y) = 0である．よって，距離の正値性（定理 2.1 (1)）より，x= yである．

p.14 下から 5行目 A=

(
a b

c d

)
(a, b, c, d ∈ R)と表しておく．このとき，直交行

列の定義（定義 2.2）より，AtA=E，すなわち，
(
a b

c d

)(
a c

b d

)
=

(
1 0

0 1

)
である．

この式の左辺を計算し，右辺の各成分と比較すると，

a
2
+ b

2
= 1, ac+ bd= 0, c

2
+ d

2
= 1 (∗)

である．(∗)の第 1式，第 3式より，ある θ, φ∈ [0, 2π)が存在し，a= cos θ，b= sin θ，c=
sinφ，d=cosφと表すことができる．このとき，(∗)の第2式と加法定理より，sin(θ+φ) = 0

である．ここで，θ, φ∈ [0, 2π)より，0≤ θ+ φ< 4πとなるので，θ+ φ= 0, π, 2π, 3π，
すなわち，φ= −θ, −θ + π, −θ + 2π, −θ + 3π である．よって，(sinφ, cosφ) ={

(− sin θ, cos θ) (φ= −θ, −θ + 2π),

(sin θ,− cos θ) (φ= −θ + π, −θ + 3π)
となり，(2.9)が得られる．

p.16 上から 10行目 f が全射かつ単射であることを示せばよい．A ∈O(n)より，Aの

逆行列A−1 が存在することに注意する．
全射であること y ∈ Rn に対して，f(x) = y となる x ∈ Rn が存在することを示せば

よい．f(x) = yより，xA+ b= yである．すなわち，x= (y − b)A−1である．よって，
f は全射である．
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単射であること x, y ∈ Rn，f(x) = f(y) とする．このとき，xA+ b = yA+ b，す

なわち，xA = yA である．さらに，両辺に右からA−1 をかけると，x = y である．よっ
て，f は単射である．

p.18 下から 2行目 (2.17)の両辺に右から P をかけると，

PA=

±1 0 0

0 cos θ sin θ

0 − sin θ cos θ

P
である．さらに，(2.18)より，p1

p2

p3

A=

±1 0 0

0 cos θ sin θ

0 − sin θ cos θ


p1

p2

p3


である．ここで，行列式の性質より，(2.17)の右辺の行列の (1, 1)成分は |A| = 1のときに
1，|A| = −1のときに−1となる．よって，(2.19)が得られる．

§ 3の のマーク

p.30 上から 9行目 F, G をそれぞれ (l,m) 行列，(m,n) 行列に値をとる関数とし，

F = (fij)，G= (gjk)と表しておく．このとき，FGの (i, k)成分は
m∑
j=1

fijgjk である．

ここで，積の微分法より，
(
m∑
j=1

fijgjk

)′

=
m∑
j=1

(fijgjk)
′ =

m∑
j=1

(f ′
ijgjk + fijg

′
jk) =

m∑
j=1

f ′
ijgjk +

m∑
j=1

fijg
′
jk となる．よって，(3)がなりたつ．

p.30 下から 3行目 (3.30)より，F (F−1)′ = −F ′F−1 である．さらに，両辺に左か

ら F−1 をかけると，(3.28)が得られる．

§ 4の のマーク

p.35 上から 11行目 (x, y) ∈ U，g(x, y) = 0とすると，(4.3)より，x ∈ I，y = f(x)

である．よって，(4.1)は (4.2)のように表される．

p.36 上から 6行目 (x, y) ∈R2, x
2

a2 + y2

b2
= 1とすると，(x, y) ̸= (0, 0)である．よっ
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て，x> 0，x< 0，y > 0，y < 0のいずれかがなりたつ．x> 0のとき，x= a
√

1 − y2

b2
，x< 0

のとき，x=−a
√

1 − y2

b2
，y > 0のとき，y = b

√
1 − x2

a2，y < 0のとき，y =−b
√

1 − x2

a2

である．したがって，楕円上の点を任意に選んでおくと，その点の近くの楕円上の点全体はグ
ラフとして表すことができる．

p.38 上から 9行目 (x, y) ∈ R2，x2

a2 + y2

b2
= 1とすると，

(
x
a

)2 +
(y
b

)2 = 1である．

よって，ある t ∈ [0, 2π]が存在し，x
a = cos t，y

b = sin tとなる．すなわち，x= a cos t，
y = b sin tである．したがって，(4.12)は (4.6)に一致する．

p.41 下から 6行目 定理 3.1(1), (2)より，γ′(t) = (at+ b)′ = (ta + b)′ = (ta)′ +

b′ = t′a + ta′ + 0 = 1 · a + t · 0 = aである．

p.41 下から 2行目 (4.16), (4.25), (4.26) より，l(t) = γ(t0) + γ′(t0)(t − t0) =

at0 + b + a(t− t0) = at+ bである．

§ 5の のマーク

p.46 上から 2行目 (5.9)において，a= bとすると，L=
∫ 2π
0

√
a2(sin2 t+ cos2 t) dt

=
∫ 2π
0

√
a2 · 1 dt=

∫ 2π
0

a dt= 2πaである．

p.48 下から 2行目 (2)の場合，(γ ◦ φの長さ) =
∫ β
α

∥∥(γ ◦ φ)′(u)
∥∥ du=∫ β

α
∥γ′(φ(u))φ′(u)∥ du=

∫ β
α

∥γ′(φ(u))∥(−φ′(u)) du= −
∫ a
b

∥γ′(t)∥ dt=∫ b
a
∥γ′(t)∥ dt= (γ の長さ) となる．

p.50 下から 9行目（1つめ） φ′(u)> 0のとき，合成関数の微分法より，∥(γ ◦φ)′(u)∥=

∥γ′(φ(u))φ′(u)∥ = ∥γ′(φ(u))∥φ′(u)である．よって，(5.22)より，(5.23)が得られる．

p.50 下から 9行目（2つめ） (5.14) の両辺を微分すると，合成関数の微分法より，(5.15)

が得られる．

p.51 下から 1行目 (5.29)より，γ′(t) =
(
− sin t

a , cos
t
a

)
である．よって，∥γ′(t)∥=√(

− sin t
a

)2 + cos2 t
a =

√
sin2 t

a + cos2 t
a = 1である．したがって，定義 5.1より，γ

は弧長により径数付けられており，tは弧長径数である．



「行間を埋める」ために 5

§ 6の のマーク

p.62 脚注 s= y+
√
y2 + 1とおくと，(s− y)2 = y2 +1，すなわち，y= s2−1

2s である．

よって，
√
y2 + 1= s− y= s− s2−1

2s = s2+1
2s である．また，dy= 2s·2s−(s2−1)·2

(2s)2
ds=

s2+1
2s2

dsである．したがって，
∫ dy√

y2+1
=
∫

2s
s2+1

s2+1
2s2

ds=
∫
ds
s = log s=

log
(
y +

√
y2 + 1

)
である．

p.63 上から 3行目 (6.36)の両辺に e−
∫
f(t)dt をかけると，e−

∫
f(t)dt dx

dt =

e−
∫
f(t)dtf(t)x+ e−

∫
f(t)dtg(t)である．よって，(6.37)が得られる．

§ 7の のマーク

p.70 下から 4行目 まず，(7.19)より，γ̃′(t) =
(
sin −t

a ,− cos −t
a

)
である．よって，

∥γ̃′(t)∥ =

√
sin2 −t

a +
(
− cos −t

a

)2
=
√

sin2 −t
a + cos2 −t

a = 1である．したがって，

定義5.1より，γは弧長により径数付けられており，tは弧長径数である．次に，{e, n}を γ̃に対す

るフレネの標構とする．まず，t∈ [0, 2πa]とすると，e(t) = γ̃′(t) =
(
sin −t

a ,− cos −t
a

)
で

ある．e(t)を反時計回りに角 π
2 回転したものがn(t)であること，あるいは (7.9)に注意すると，

n(t) =
(
cos −t

a , sin
−t
a

)
である．さらに，e′(t) =

(
− 1
a cos −t

a ,−
1
a sin −t

a

)
=− 1

an(t)

となる．よって，(7.8)をみたす κは κ(t) = − 1
a （t ∈ R）により定められる定数関数− 1

a

である．

p.72 脚注 (7.25)より，n′ = (−θ′ cos θ,−θ′ sin θ) = −θ′eとなる．よって，(7.24)

第 2式より，κ= θ′ である．

p.73 下から 8行目 (7.31)および加法定理より，γ(t) =(∫ t
t0

cos (λ(t) + θ(t0)) dt,
∫ t
t0

sin (λ(t) + θ(t0)) dt
)
+ γ(t0) =(∫ t

t0
(cosλ(t) cos θ(t0) − sinλ(t) sin θ(t0)) dt,∫ t

t0
(sinλ(t) cos θ(t0) + cosλ(t) sin θ(t0)) dt

)
+ γ(t0) =(∫ t

t0
cosλ(t) dt,

∫ t
t0

sinλ(t) dt
)( cos θ(t0) sin θ(t0)

− sin θ(t0) cos θ(t0)

)
+ γ(t0)である．

p.74 上から 2行目 (7.34)第 1式より，γ0 = (γ1 − b1)A
−1
1 = γ1A

−1
1 − b1A

−1
1 で
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ある．よって，(7.34) 第 2 式より，γ2 = γ0A2 + b2 = (γ1A
−1
1 − b1A

−1
1 )A2 + b2 =

γ1A
−1
1 A2 − b1A

−1
1 A2 + b2 である．

p.77 下から 5行目 f(x) = a −
√
a2 − x2 とおくと，f ′(x) = x√

a2−x2
，f ′′(x) =

1·
√
a2−x2+x· x√

a2−x2
a2−x2 = a2

(a2−x2)
√
a2−x2

である．よって，f(0) = 0，f ′(0) = 0，f ′′(0) =

1
a である．したがって，あたえられた有限テイラー展開がなりたつ．

§ 8の のマーク

p.83 脚注 (8.6)より，κ′(t) =

ab
(
−3

2

)
(a2 sin2 t+ b2 cos2 t)−

5
2
{
a2 · 2 sin t cos t+ b2(2 cos t)(− sin t)

}
=

−3
2ab(a

2 − b2)(sin 2t)(a2 sin2 t + b2 cos2 t)−
5
2 である．よって，κ′(t) = 0とすると，

sin 2t= 0より，t= 0, π2 , π,
3
2π, 2πである．ここで，κ

′′(t) =

−3ab(a2 − b2)(cos 2t)(a2 sin2 t+ b2 cos2 t)−
5
2 −

3
2ab(a

2 − b2)(sin 2t) ddt (a
2 sin2 t+ b2 cos2 t)−

5
2 である．したがって，t=0, π2 , π,

3
2π,

2πのとき，κ′′(t) ̸= 0となり，κは t = 0, π2 , π,
3
2π, 2πにおいて，極大値または極小値

をとる．

p.85 下から 3行目 (8.14)より，(7.24)第 1式は (x′, y′)′ = κ(−y′, x′)，すなわち，

(x′′, y′′) = (−κy′, κx′)となり，これは (8.15)と同値である．または，(8.14)より，(7.24)
第 2式は (−y′, x′)′ = −κ(x′, y′)，すなわち，(−y′′, x′′) = (−κx′,−κy′)となり，これ
は (8.15)と同値である．

§ 9の のマーク

p.90 上から 9行目 (9.4) および三角関数の性質より，ある整数 m が存在し，θ(b) =

θ(a) + 2πmとなる．すなわち，θ(b) − θ(a) = 2πmである．

§ 10の のマーク

p.105 上から 4行目 f(t, x) = tx（(t, x) ∈D）とおくと，∂f∂x (t, x) = tである．さら

に，∂f
∂x はDで連続である．よって，定理 10.2より，f(t, x)はリプシッツ条件をみたす．
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p.105 下から 11行目 (10.13)より，
[
log |x(t)|

]x(t)
x(0)

=
[
1
2 t

2
]t
0
，すなわち，log |x(t)| −

log |x(0)| = 1
2 t

2 である．さらに，x(0) = 1より，(10.14)が得られる．

p.105 下から 4行目 f(t, x) = x2（(t, x) ∈D）とおくと，∂f∂x (t, x) = 2xである．さ

らに，∂f∂x はDで連続である．よって，定理 10.2より，f(t, x)はリプシッツ条件をみたす．

p.106 上から 4行目 (10.16)より，
[
− 1
x

]x(t)
x(0)

= [t]t0，すなわち，− 1
x(t) + 1

x(0) = t

である．さらに，x(0) = aより，(10.17)が得られる．

p.107 上から 1行目 (10.19)第1式より，
∫ x(t)
x(0)

dx√
±x =

∫ t
0
dtである．よって，(10.20)

より，
[
±2
√

±x(t)
]x(t)
x(0)

= [t]t0である．さらに，x(0) = 0より，±2
√

±x(t) = tである．

t≤ 0のとき，−2
√

−x(t) = tより，x(t) = −1
4 t

2 となる．t > 0のとき，2
√
x(t) = tよ

り，x(t) = 1
4 t

2 となる．

p.107 上から 5行目 t≤ t1のとき，dxdt =−1
2 (t− t1) =

1
2 (t1 − t) =

√
|x(t)|である．

t < t1 ≤ t2のとき，dxdt = 0=
√

|x(t)|である．t > t2のとき，dxdt = 1
2 (t− t2) =

√
|x(t)|

である．また，x(t)の定義より，x(0) = 0である．

§ 11の のマーク

p.117 上から 5行目 e × n =
(
−a
c sin s

c ,
a
c cos sc ,

b
c

)
×
(
− cos sc ,− sin s

c , 0
)
=((

a
c cos sc

)
· 0 − b

c

(
− sin s

c

)
, bc
(
− cos sc

)
−
(
−a
c sin s

c

)
· 0,(

−a
c sin s

c

) (
− sin s

c

)
−
(
a
c cos sc

) (
− cos sc

))
=
(
b
c sin s

c ,−
b
c cos sc ,

a
c

)
である．

p.117 脚注 (11.28)より，n′ =
(
1
c sin s

c ,−
1
c cos sc , 0

)
である．さらに，(11.23), (11.25),

(11.27), (11.22), (11.29)より，n′ + κe =
(
1
c sin s

c ,−
1
c cos sc , 0

)
+

a
c2

(
−a
c sin s

c ,
a
c cos sc ,

b
c

)
= b
c2

(
b
c sin s

c ,−
b
c cos sc ,

a
c

)
= b
c2

b = b
a2+b2

bとなる．よっ
て，(11.31)が得られる．

p.118 脚注 e= (x1, x2, x3)，n= (x4, x5, x6)，b= (x7, x8, x9)とおくと，(11.20)

より，(x1, x2, x3)
′ = κ(x4, x5, x6)，(x4, x5, x6)

′ = −κ(x1, x2, x3)+

τ(x7, x8, x9)，(x7, x8, x9)
′ = −τ(x4, x5, x6)である．よって，x =
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(x1, x2, · · · , x9)，A=



0 0 0 −κ −κ −κ 0 0 0

0 0 0 −κ −κ −κ 0 0 0

0 0 0 −κ −κ −κ 0 0 0

κ κ κ 0 0 0 −τ −τ −τ
κ κ κ 0 0 0 −τ −τ −τ
κ κ κ 0 0 0 −τ −τ −τ
0 0 0 τ τ τ 0 0 0

0 0 0 τ τ τ 0 0 0

0 0 0 τ τ τ 0 0 0


とおくと，dxdt =

xAである．

p.121 上から 4行目 まず，1
2

(
∥ñ − nA∥2

)′
= 1

2 ⟨ñ − nA, ñ − nA⟩′ =
1
2 ⟨ñ

′ − n′A, ñ − nA⟩ + 1
2 ⟨ñ − nA, ñ′ − n′A⟩ = ⟨ñ′ − n′A, ñ − nA⟩ =

⟨−κẽ+ τ b̃− (−κe+ τb)A, ñ−nA⟩=−κ⟨ẽ, ñ⟩+ κ⟨ẽ,nA⟩+ τ⟨b̃, ñ⟩ − τ⟨b̃,nA⟩

+κ⟨eA, ñ⟩ − κ⟨eA,nA⟩ − τ⟨bA, ñ⟩ + τ⟨bA,nA⟩ = −κ · 0 + κ⟨ẽ,nA⟩ + τ · 0 −

τ⟨b̃,nA⟩ + κ⟨ñ, eA⟩ − κ⟨e,n⟩ − τ⟨ñ, bA⟩ + τ⟨b,n⟩ = κ⟨ẽ,nA⟩ − τ⟨b̃,nA⟩+

κ⟨ñ, eA⟩ − κ · 0− τ⟨ñ, bA⟩+ τ · 0 = κ⟨ẽ,nA⟩ − τ⟨b̃,nA⟩+ κ⟨ñ, eA⟩ − τ⟨ñ, bA⟩

となる．また，1
2

(
∥b̃ − bA∥2

)′
= 1

2 ⟨b̃ − bA, b̃ − bA⟩′ = 1
2 ⟨b̃

′ − b′A, b̃ − bA⟩+
1
2 ⟨b̃ − bA, b̃′ − b′A⟩ = ⟨b̃′ − b′A, b̃ − bA⟩ = ⟨−τñ + τnA, b̃ − bA⟩ = −τ⟨ñ, b̃⟩

+τ⟨ñ, bA⟩ + τ⟨nA, b̃⟩ − τ⟨nA, bA⟩ = −τ · 0 + τ⟨ñ, bA⟩ + τ⟨b̃,nA⟩ − τ⟨n, b⟩ =

τ⟨ñ, bA⟩ + τ⟨b̃,nA⟩ − τ · 0 = τ⟨ñ, bA⟩ + τ⟨b̃,nA⟩となる．

§ 13の のマーク

p.136 下から 6行目 (x, y, z)∈U，g(x, y, z) = 0とすると，(13.3)より，(x, y)∈D，

z = f(x, y)である．よって，(13.1)は (13.2)のように表される．

p.137 上から 9行目 (x, y, z) ∈ R3，x2 + y2 + z2 = a2 とすると，(x, y, z) ̸=

(0, 0, 0) である．よって，x > 0，x < 0，y > 0，y < 0，z > 0，z < 0 のいずれかが
なりたつ．x > 0のとき，x =

√
a2 − y2 − z2，x < 0のとき，x = −

√
a2 − y2 − z2，

y > 0のとき，y =
√
a2 − x2 − z2，y < 0のとき，y = −

√
a2 − y2 − z2，z > 0のと

き，z =
√
a2 − x2 − y2，z < 0のとき，z = −

√
a2 − x2 − y2 である．したがって，球

面上の点を任意に選んでおくと，その点の近くの球面上の点全体はグラフとして表すことがで
きる．
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§ 14の のマーク

p.147 上から 10行目 ⟨ , ⟩は内積なので，対称性，線形性および正値性をみたす．よっ

て，あたえられた対応も対称性，線形性および正値性をみたし，Π̃の内積を定める．

p.147 下から 10行目 ⟨pu(u0, v0)u1 + pv(u0, v0)v1,

pu(u0, v0)u2 + pv(u0, v0)v2⟩ = ⟨pu(u0, v0)u1, pu(u0, v0)u2⟩+

⟨pu(u0, v0)u1, pv(u0, v0)v2⟩ + ⟨pv(u0, v0)v1, pu(u0, v0)u2⟩+

⟨pv(u0, v0)v1, pv(u0, v0)v2⟩ = ⟨pu(u0, v0), pu(u0, v0)⟩u1u2+

⟨pu(u0, v0), pv(u0, v0)⟩(u1v2 + v1u2) + ⟨pv(u0, v0), pv(u0, v0)⟩v1v2 である．

§ 15の のマーク

p.159 上から 12行目 (15.6)を微分すると，(p ◦ ψ)′′ = (pu ◦ ψ)′u′ + (pu ◦ ψ)u′′ +

(pv ◦ ψ)′v′ + (pv ◦ ψ)v′′ =
{
(puu ◦ ψ)u′ + (puv ◦ ψ)v′

}
u′ + (pu ◦ ψ)u′′+{

(pvu ◦ ψ)u′ + (pvv ◦ ψ)v′
}
v′ + (pv ◦ ψ)v′′ = (puu ◦ ψ)(u′)2 + 2(puv ◦ ψ)u′v′ +

(pvv ◦ ψ)(v′)2 + (pu ◦ ψ)u′′ + (pv ◦ ψ)v′′ である．

§ 16の のマーク

p.172 上から 1行目 (16.23)，(14.6)～(14.8)より，κ1⟨v1,v2⟩ =

κ1⟨pu(u0, v0)α2 + pv(u0, v0)β2, pu(u0, v0)α1 + pv(u0, v0)β1⟩ =

κ1 (⟨pu(u0, v0), pu(u0, v0)⟩α2α1 + ⟨pu(u0, v0), pv(u0, v0)⟩α2β1+

⟨pv(u0, v0), pu(u0, v0)⟩β2α1 + ⟨pv(u0, v0), pv(u0, v0)⟩β2β1) =

κ1 {E0α2α1 + F0(α2β1 + β2α1) +G0β2β1}である．

§ 17の のマーク

p.185 下から 7行目 (17.33)より，(p ◦φ)s = (pu ◦φ)us + (pv ◦φ)vsである．よっ

て，(p ◦ φ)ss = (pu ◦ φ)sus + (pu ◦ φ)uss + (pv ◦ φ)svs + (pv ◦ φ)vss =

{(puu ◦ φ)us + (puv ◦ φ)vs)}us + (pu ◦ φ)uss+

{(pvu ◦ φ)us + (pvv ◦ φ)vs)} vs + (pv ◦ φ)vss = (puu ◦ φ)u2
s + 2(puv ◦ φ)usvs +

(pvv ◦ φ)v2s + (pu ◦ φ)uss + (pv ◦ φ)vss である．
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p.186 上から 5行目 まず，(17.33)より，(p ◦ φ)s = (pu ◦ φ)us + (pv ◦ φ)vs であ

る．よって，(p ◦ φ)st = (pu ◦ φ)tus + (pu ◦ φ)ust + (pv ◦ φ)tvs + (pv ◦ φ)vst =

{(puu ◦ φ)ut + (puv ◦ φ)vt)}us + (pu ◦ φ)ust + {(pvu ◦ φ)ut + (pvv ◦ φ)vt)} vs
+(pv ◦ φ)vst = (puu ◦ φ)usut + (puv ◦ φ)(usvt + vsut) + (pvv ◦ φ)vsvt+

(pu ◦ φ)ust + (pv ◦ φ)vst である．したがって，問 13.3(2)より，M̃ = ⟨(p ◦ φ)st, ν̃⟩=

⟨(p ◦ φ)st, εν ◦ φ⟩ = ε {(L ◦ φ)usut + (M ◦ φ)(usvt + vsut) + (N ◦ φ)vsvt} =

ε(us, vs)

(
L ◦ φ M ◦ φ
M ◦ φ N ◦ φ

)(
ut

vt

)
となる．また，(17.33)より，(p ◦φ)t = (pu ◦φ)ut

+(pv ◦ φ)vt である．よって，(p ◦ φ)tt = (pu ◦ φ)tut + (pu ◦ φ)utt + (pv ◦ φ)tvt +

(pv ◦ φ)vtt = {(puu ◦ φ)ut + (puv ◦ φ)vt)}ut + (pu ◦ φ)utt+

{(pvu ◦ φ)ut + (pvv ◦ φ)vt)} vt + (pv ◦ φ)vtt = (puu ◦ φ)u2
t + 2(puv ◦ φ)utvt +

(pvv ◦ φ)v2t + (pu ◦ φ)utt + (pv ◦ φ)vtt である．したがって，問 13.3 (2)より，Ñ =

⟨(p ◦φ)tt, ν̃⟩= ⟨(p ◦φ)tt, εν ◦φ⟩= ε
{
(L ◦ φ)utut + 2(M ◦ φ)utvt + (N ◦ φ)v2t

}
= ε(ut, vt)

(
L ◦ φ M ◦ φ
M ◦ φ N ◦ φ

)(
ut

vt

)
となる．

§ 18の のマーク

p.194 下から 5行目 (18.21)および定理 3.1 (3)より，0 = 1′ = ⟨ν, ν⟩u = ⟨νu, ν⟩+

⟨ν, νu⟩ = 2⟨νu, ν⟩となる．すなわち，2⟨νu, ν⟩ = 0である．よって，(18.22)第 1式が
なりたつ．同様に，(18.22)第 2式がなりたつ．

p.196 上から 2行目 −
(
L M

M N

)(
E F

F G

)−1

=

−
(
L M

M N

)
· 1
EG−F 2

(
G −F
−F E

)
=

(
FM −GL FL− EM

FN −GM FM − EN

)
である．

§ 19の のマーク

p.207 下から 4行目 まず，
(
− v
u2+v2

)
v
=−1·(u2+v2)−v·2v

(u2+v2)2
= −u2+v2

(u2+v2)2
である．ま

た，
(

u
u2+v2

)
u
= 1·(u2+v2)−u·2u

(u2+v2)2
= −u2+v2

(u2+v2)2
である．よって，(19.31)がなりたつ．

［ スペースの関係上，次のページに続きます］
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§ 20の のマーク

p.215 上から 10行目 まず，0 = ⟨pu, pu⟩v − ⟨pv, pv⟩v = 2⟨puv, pu⟩ − 2⟨pvv, pv⟩

となる．すなわち，

⟨pvv, pv⟩ = ⟨puv, pu⟩ (∗)

である．また，0 = ⟨pu, pv⟩u = ⟨puu, pv⟩ + ⟨pu, pvu⟩となる．すなわち，

⟨puu, pv⟩ = −⟨puv, pu⟩ (∗∗)

である．よって，(∗), (∗∗)より，(20.32)が得られる．

§ 21の のマーク

p.229 下から 9行目 (21.7) 第 1 式，(21.13) より，((0, 1, 0)Φ)u = (0, 1, 0)Φu =

(0, 1, 0)A= (σv, σu, M) である．

p.229 下から 2行目 Φの第 3行を ν̃とおくと，Φ=

 pupv
ν̃

である．このとき，ΦtΦ=

 pupv
ν̃

 (tpu,
tpv,

tν̃) =

 ⟨pu, pu⟩ ⟨pu, pv⟩ ⟨pu, ν̃⟩
⟨pv, pu⟩ ⟨pv, pv⟩ ⟨pv, ν̃⟩
⟨ν̃, pu⟩ ⟨ν̃, pv⟩ ⟨ν̃, ν̃⟩

 となる．よって，(21.20)両
辺の第 3行に注目すると，⟨ν̃, pu⟩ = 0，⟨ν̃, pv⟩ = 0，⟨ν̃, ν̃⟩ = 1である．すなわち，Φの
第 3 行は各点において，pu, pv と直交し，大きさは 1である．

§ 22の のマーク

p.235 上から 7行目 (20.38), (22.3)より，∆ logE =∆(2σ) = 2
e2σ

(σuu + σvv)で

ある．よって，(22.5)より，(22.6)がなりたつ．

p.236 下から 10行目 p̃の定義より，p̃u = (1, 0, 0)，p̃v = (0, 1, 0) である．よって，

p̃の第一基本形式をE du2 + 2F dudv +Gdv2 とすると，(14.6)～(14.8)より，E = 1，
F = 0，G= 1である．さらに，p̃uu = 0，p̃uv = 0，p̃vv = 0である．よって，(15.13),

(15.15)より，p̃の第二基本形式は 0である．以上より，(22.14)がなりたつ．
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§ 23の のマーク

p.247 上から 11行目 (23.1)および定理 3.1 (3)より，0 = 1′ = ∥(p ◦ ψ)′(t)∥2 =

⟨(p ◦ ψ)′(t), (p ◦ ψ)′(t)⟩′ = ⟨(p ◦ ψ)′′(t), (p ◦ ψ)′(t)⟩ + ⟨(p ◦ ψ)′(t), (p ◦ ψ)′′(t)⟩ =

2⟨(p ◦ ψ)′′(t), (p ◦ ψ)′(t)⟩である．すなわち，2⟨(p ◦ ψ)′′(t), (p ◦ ψ)′(t)⟩ = 0である．
よって，(23.4)がなりたつ．

p.249 上から 6行目 まず，(23.11)および定理 14.1より，

∥(pu ◦ ψ)(t0) × (pv ◦ ψ)(t0)∥ = e2(σ◦ψ)(t0) である．よって，(1.17), (13.17)より，

det


1

e(σ◦ψ)(t0) (pu ◦ ψ)(t0)
1

e(σ◦ψ)(t0) (pv ◦ ψ)(t0)
(ν ◦ ψ)(t0)

=

⟨
1

e(σ◦ψ)(t0) (pu ◦ ψ)(t0) × 1
e(σ◦ψ)(t0) (pv ◦ ψ)(t0), (ν ◦ ψ)(t0)

⟩
=

1
e4(σ◦ψ)(t0) ∥(pu ◦ ψ)(t0) × (pv ◦ ψ)(t0)∥2 = 1となる．

p.252 上から 11行目 まず，(23.26), (23.11) より，⟨(p ◦ χ)′(t0), (p ◦ χ)′(t0)⟩ =

E(χ(t0))
{
(α′(t0))

2 + (β′(t0))
2
}
=E(ψ(s0))⟨χ′(t0), χ

′(t0)⟩である．また，(23.25),
(23.26), (23.11)より，⟨(p ◦ ψ)′(s0), (p ◦ χ)′(t0)⟩ =

E(ψ(s0))(u
′(s0)α

′(t0) + v′(s0)β
′(t0)) = E(ψ(s0))⟨ψ′(s0), χ

′(t0)⟩である．

§ 24の のマーク

p.259 上から 4行目 まず，(x, y, z) ∈ Sa,b,c とすると， 1
p2

(p
ax
)2 + 1

q2

( q
by
)2 +

1
r2

(
r
c z
)2 = x2

a2 + y2

b2
+ z2

c2
=1なので，f(x, y, z)は写像f : Sa,b,c→ Sp,q,rを定めること

に注意する．ここで，(u, v, w)∈ Sp,q,rとすると，1
a2

(
a
pu
)2

+ 1
b2

(
b
q v
)2

+ 1
c2

(
c
rw
)2 =

u2

p2
+ v2

q2
+ w2

r2
=1なので，

(
a
pu,

b
q v,

c
rw
)
∈ Sa,b,cである．さらに，f

(
a
pu,

b
q v,

c
rw
)
=

(u, v, w)である．よって，f は全射である．また，f(x, y, z) = f(x′, y′, z′)（(x, y, z),

(x′, y′, z′) ∈ Sa,b,c）とすると，
(p
ax,

q
by,

r
c z
)
=
(p
ax

′, qby
′, rc z

′) である．よって，
(x, y, z) = (x′, y′, z′)である．したがって，fは単射である．以上より，fは全単射である．

p.268 下から 5行目 1つの面は 3つの辺をもち，同じ辺を共有する面は 2つ存在する．

よって，辺の総数は面が共有するものを2重に数えると，3f = 2eである．したがって，(24.14)
がなりたつ．
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§ 25の のマーク

p.277 上から 6行目 まず，(25.28)第 1式より，(Eu(u, v)u
′ + Ev(u, v)v

′)u′+

E(u, v)u′′ = 1
2Eu(u, v)(u

′)2 + 1
2Eu(u, v)(v

′)2である．よって，(25.29)第 1式が得ら
れる．また，(25.28)第 2式より，(Eu(u, v)u

′ + Ev(u, v)v
′)v′ + E(u, v)v′′ =

1
2Ev(u, v)(u

′)2 + 1
2Ev(u, v)(v

′)2 である．よって，(25.29)第 2式が得られる．

§ 26の のマーク

p.285 下から 6行目 C∞ 級の実数値関数 h : D→ Rを h(u, v) = (u2 + v2 − 1)H

((u, v) ∈D)により定めると，hは (26.6)をみたす．H が「恒等的に 0」ではないと仮定す
ると，

∫∫
D
hEH dudv =

∫∫
D
(u2 + v2 − 1)EH2dudv < 0 となり，これは (26.17)に矛

盾する．よって，H は恒等的に 0である．

p.287 上から 6行目 まず，(26.23)第 1式，(26.21)第 1式，第 2式，(26.22)第 1式，第

2式より，A(u, v) =

∣∣∣∣∣ xu(u, v) yu(u, v)

xv(u, v) yv(u, v)

∣∣∣∣∣ = xu(u, v)yv(u, v) − yu(u, v)xv(u, v) =

(−3u2 + 3v2 + 3)(3v2 − 3u2 − 3) − (−6uv) · 6uv = 9
{
(−u2 + v2)2 − 12

}
+

36u2v2 = 9(u4 − 2u2v2 + v4 − 1) + 36u2v2 = 9(u4 + 2u2v2 + v4 − 1) =

9(u2 + v2 + 1)(u2 + v2 − 1)である．次に，(26.23)第 2式，(26.21)第 2式，第 3式，

(26.22) 第 2 式，第 3 式より，B(u, v) =

∣∣∣∣∣ yu(u, v) zu(u, v)

yv(u, v) zv(u, v)

∣∣∣∣∣ = yu(u, v)zv(u, v) −

zu(u, v)yv(u, v) = −6uv(−6v) − 6u(3v2 − 3u2 − 3) = 18u(u2 + v2 + 1) である．
さらに，(26.24)，(26.21) 第 1 式，第 3 式，(26.22) 第 1 式，第 3 式より，C(u, v) =∣∣∣∣∣ zu(u, v) xu(u, v)

zv(u, v) xv(u, v)

∣∣∣∣∣= zu(u, v)xv(u, v) − xu(u, v)zv(u, v) = 6u · 6uv−

(−3u2 + 3v2 + 3)(−6v) = 18v(u2 + v2 + 1)である．

p.287 上から 8行目 B=0かつC =0のとき，(26.26)より，(u, v) = (0, 0)である．さ

らに，(26.25)より，A(0, 0) =−9 ̸=0である．よって，A(u, v)，B(u, v)，C(u, v)の内の少

なくとも1つは0ではない．したがって，任意の(u, v)∈R2に対して，rank
(
pu(u, v)

pv(u, v)

)
=2

である．

p.287 下から 5行目 pの第一基本形式を I = E du2 + 2F dudv + Gdv2 とする．ま
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ず，(14.6), (26.21)より，E(u, v) = (xu(u, v))
2 + (yu(u, v))

2 + (zu(u, v))
2 =

(−3u2 +3v2 +3)2 + (−6uv)2 + (6u)2 =9u4 +9v4 +9− 18u2v2 − 18u2 +18v2 +

36u2v2 + 36u2 = 9(u4 + v4 + 2u2v2 + 2u2 + 2v2 + 1) = 9(u2 + v2 + 1)2 である．
次に，(14.7), (26.21), (26.22)より，F (u, v) = xu(u, v)xv(u, v) + yu(u, v)yv(u, v) +

zu(u, v)zv(u, v) = (−3u2 + 3v2 + 3) · 6uv + (−6uv)(3v2 − 3u2 − 3) + 6u(−6v) =

18uv(−u2 + v2 + 1 − v2 + u2 + 1 − 2) = 0 である．さらに，(14.8), (26.22) より，
G(u, v) = (xv(u, v))

2 + (yv(u, v))
2 + (zv(u, v))

2 = (6uv)2 + (3v2 − 3u2 − 3)2 +

(−6v)2 = 36u2v2 + 9v4 + 9u4 + 9 − 18u2v2 − 18v2 + 18u2 + 36v2 =

9(u4 + v4 + 2u2v2 + 2u2 + 2v2 + 1) = 9(u2 + v2 + 1)2 である．よって，(26.30)が
なりたつ．

p.288 上から 2行目 pの第二基本形式を II = Ldu2 + 2M dudv +N dv2とする．ま

ず，(15.13)第 1式，(26.31)第 1式，(26.29)より，L(u, v) =
1

u2+v2+1

{
−6u · 2u+ (−6v) · 2v + 6(u2 + v2 − 1)

}
= −6である．次に，(15.13)第

2式，(26.31)第 2式，(26.29)より，M(u, v) =

1
u2+v2+1

{
6v · 2u+ (−6u) · 2v + 0(u2 + v2 − 1)

}
= 0である．さらに，(15.13)第 3

式，(26.32)，(26.29)より，N(u, v) =

1
u2+v2+1

{
6u · 2u+ 6v · 2v + (−6)(u2 + v2 − 1)

}
= 6である．よって，(26.33)がな

りたつ．


