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第１章　座標とベクトル
【1】 等速直線運動である．x(t) = x0 + v0t (1.19)において，x0 = 0 m，v0 = 5 m/s，

t = 3 sとすればよい．速度は一定なので v = 5 m/s．位置は x = 5 m/s×3 s = 15 m．

【2】 等加速度直線運動である．v(t) = v0 + a0t (1.29)および x(t) = x0 + v0t+ (1/2)a0t
2

(1.31)において，x0 = 0 m，v0 = 0 m/s，a0 = 2 m/s2，t = 3 sとすればよい．速度
は v = 2 m/s2 × 3 s = 6 m/s．位置は x = (1/2)× 2 m/s2 × (3 s)2 = 9 m．

【3】 等加速度運動における速さと移動距離の関係式 v2(tb)− v2(ta) = 2a0[x(tb)− x(ta)]

(1.34)において，a0 = 2 m/s2，v(ta) = 1 m/s，x(tb) = 6 m，x(ta) = 0 mとおけば
よい．v2 − 12 = 2× 2 m/s2 × 6 mより，v = 5 m/s．

【4】 図を描いて考える．また，座標成分を用いた考察でもよい．r′ = r −Rである．

【5】(1.18)のように，位置ベクトル r(t)の各成分を tで微分すれば，速度ベクトル v(t)

の各成分が求められる．
(a) v(t) =

(
Abebt(cos bt− sin bt), Abebt(sin bt+ cos bt), 0

)
.

(b) v(t) = (νL sinh νt, νL cosh νt, L/t).

ここで，指数関数の導関数について (d/dx)ex = ex，双曲線関数の導関数について
(d/dx) sinh x = cosh x，(d/dx) cosh x = sinh x，対数関数の導関数について (d/dx) ln x =

1/xを使った．また，df(bt)/dt = bḟ(bt) (bは定数) に注意する．

【6】x-tグラフの各区間は直線で表されているので，各区間で質点は等速直線運動をして
いる．質点の速度は，区間ごとに直線の傾きから求められる．
(a) 0 s < t < 5 sでは v = 10 m/5 s = 2 m/s，5 s < t < 8 sでは v = 0 m/s，8 s <

t < 10 sでは v = (30 m− 10 m)/(10 s− 8 s) = 20 m/2 s = 10 m/s，10 s < t < 20 s

では v = (40 m− 30 m)/(20 s− 10 s) = 10 m/10 s = 1 m/s．
(b) 略解の通り．

【7】各区間では，車は等速直線運動をしている．区間ごとに x(t2) − x(t1) = v0(t2 − t1)

(1.21)を用いて距離を求める．
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(a)初めの 10秒間で進んだ距離をx1[m]とするとx1 = 15 m/s×10 s = 150 mである．
(b) 30 秒間に車が進んだ距離を x2[m]とすると x2 = 150 m+ 20 m/s× 20 s = 550 m

である．
(c) 略解の通り．

【8】(1.18)，(1.27)を参照．
v(t) = dr/dt = v0 + a0t，a(t) = d2r/dt2 = dv/dt = a0．以上のことは，成
分で表せば x(t) = x0 + v0xt + (1/2)a0xt

2，y(t) = y0 + v0yt + (1/2)a0yt
2，z(t) =

z0+ v0zt+(1/2)a0zt
2 から dx/dt = v0x+ a0xt，dy/dt = v0y + a0yt，dz/dt = v0z + a0zt

および d2x/dt2 = a0x，d2y/dt2 = a0y，d2z/dt2 = a0z を求めることと同じである．
【9】(1.27)を参照．r(t)の各成分を tで 2階微分する．

(a) a(t) =
(
−2Ab2ebt sin bt, 2Ab2ebt cos bt, 0

)
.

(b) a(t) = (ν2L cosh νt, ν2L sinh νt,−L/t2).

【10】v-tグラフの各区間は直線で表されているので，各区間において，質点は等加速度
直線運動をしている．v-tグラフにおける直線の傾きは加速度を表している．
質点の変位は，v-tグラフ内の線で囲まれた面積に現れている (ただし正負に気を

つける)．
(a) 0 s < t < 3 sではa = 15 m/s/3 s = 5 m/s2，3 s < t < 6 sではa = 0 m/s2，6 s <

t < 14 sでは a = ((−5) m/s − 15 m/s)/(14 s − 6 s) = −20 m/s/8 s = −2.5 m/s2，
14 s < t < 18 sではa = 0 m/s2，18 s < t < 23 sではa = (0 m/s−(−5) m/s)/(23 s−
18 s) = 5 m/s/5 s = 1 m/s2 である．
(b) ここでは，台形の面積から求めてみよう．(3 + 12) × 15 ÷ 2 = 225/2 = 112.5で
あるので，動いた距離は 1.125× 102 m である．
(c) 12 sから 23 sまでに動いた距離は，台形の面積が (4+11)×5÷2 = 75/2 = 37.5と
なることより，37.5 mであるが，t軸の下の図形であるから，これは変位が−37.5 m

であることを表している．(b)の結果とあわせると，112.5 m− 37.5 m = 75 m，t = 0

で質点は原点 (x = 0)にいたので，23秒後の位置は x = 75 mの位置である．

第２章　運動の法則と力
【1】 一定の力がはたらく間，物体は等加速度直線運動をする．その加速度の大きさは

a0 = F/mで，力をかけ始めた時刻を t = 0とすると t秒後の速さは v − a0tで与えら
れる．したがって，静止するまでにかかる時間は，mv/F である．
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【2】(a) 川岸に止まっている観測者の座標系を Sとする．川の流れの速度は一定でV で
あるとする．川の水面に対し静止している観測者の座標系を S′とする．川の水面に
対する船の速度は S′系で観測する速度 v′である．したがって，ガリレイ変換 (2.7) に
より，川岸の観測者は船の速度 v＝ v′ +V を観測する．このとき，vは船の川岸 (の
観測者)に対する相対速度である，などという．
(b)水面に対する船の速度ベクトルと川の流れの速度ベクトルは直交しているので，三
平方の定理により，実際の船の速さは

√
(4 m/s)2 + (3 m/s)2 = 5 m/sと求められる．

【3】光の速度は秒速約 30万 kmである．図 2.17から，微小角 θのとき sin θ ∼ θなので，
真の位置との方向のずれは 30000÷300000000 ∼ 10−4程度であることがわかる (∼は，
数値の桁がおおむね一致していることを表す)．よって，星から来る光を望遠鏡に入
れるには，角度にして約 2.3秒ほど垂直方向から公転方向に傾ければよい．

【4】 W = mg (2.13)より，1.0 kg × 9.8 m/s2 = 9.8 N．なお，これを 1 kg重 (または 1

kgw) とよぶ．

【5】力のつり合いを，成分ごとに調べる．
左右の糸の張力をそれぞれ S1，S2とする．垂直成分の力のつり合いはmg = S1 cos θ+

S2 sin θ，水平成分の力のつり合いは S1 sin θ = S2 cos θ を意味する．これらの式から，
S1 = mg cos θ，S2 = mg sin θを得る．
なお，2つの糸の方向に x軸，y軸をとり，おもりにはたらく力を x成分，y成分
に分けて考えてみてもよい．

【6】(a) 糸の張力の大きさ Sは左右で等しい．各斜面に沿った成分の力のつり合いから
mg sin θ = S，Mg cos θ = Sがわかる．これらの式から張力 Sを消去し，mg sin θ =
Mg cos θであるので，m/M = 1/tan θ(= cot θ)．
(b) 最大静止摩擦力の大きさは，垂直抗力の大きさと静止摩擦係数の積で与えられる．
各斜面に沿った成分の力のつり合いを考え，張力の大きさを消去する．
左に動きだすかどうかぎりぎりのときは

mg sin θ − µmg cos θ =Mg cos θ + µMg sin θ ,

右に動きだすかどうかぎりぎりのときは

mg sin θ + µmg cos θ =Mg cos θ − µMg sin θ
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がそれぞれの場合に成り立つ．２つの場合で，摩擦力の向きが異なることに注意す
る．したがって，

1− µ tan θ

tan θ + µ
≤ m

M
≤ 1 + µ tan θ

tan θ − µ

であることがわかる．

【7】力のつり合いの条件と，静止摩擦力の最大値から，上限が求められる．
物体が高さ hの位置に静止しているとする．力のつり合いは図??のようになる．物
体に鉛直下方にはたらく重力の大きさをW とすると，床からの垂直抗力の大きさN

は N = [(R− h)/R]W，静止摩擦力の大きさ f は f = [
√
R2 − (R− h)2/R]W であ

る．f ≤ µN であるから
√
R2 − (R− h)2 ≤ µ(R − h)より h ≤

(
1− 1/

√
1 + µ2

)
R

である．

N

W

f
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A
A
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A
A
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図 1 【7】における力のつり合い

【8】2つの物体それぞれについて，運動方程式を立てる．
(a) 加速度の大きさを aとする．質量M の物体の運動方程式はMa = F − f，質量
mの物体の運動方程式はma = f である．この２つの式より f = [m/(M +m)]F で
ある．質量mの物体にはたらく垂直抗力をN とすると，f ≤ µN およびN = mgよ
り F ≤ µ(M +m)gである．よって，F の上限値は µ(M +m)g である．
(b) 質量mの物体の運動方程式はma′ = µ′mgであるので a′ = µ′g である．

【9】運動方程式を成分に分けて，調べる．
物体にはたらく力は重力と斜面からの垂直抗力，そして動摩擦力である．重力を斜
面下方向きの力と斜面に垂直な方向の力に分解する．この斜面に垂直な方向の分力
は垂直抗力とつり合っているはずであるので，垂直抗力の大きさは Mg cos θ である．
よって，摩擦の法則により動摩擦力の大きさは µ′Mg cos θ である．物体の運動方程
式は，斜面に沿って下方に x軸をとると，物体の加速度の大きさを aとすれば Ma =
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Mg sin θ−µ′Mg cos θ となる．これより，加速度の大きさは a = g(sin θ−µ′ cos θ) と
求められる．特に，tan θ = µ′のときは等速度運動になる．

【10】2つの物体それぞれについて運動方程式を立てる．糸の張力の大きさ Sは共通であ
ることを用いて，解を求める．
(a) 質量mの物体の運動方程式は，ma = S − µ′mg，質量M の物体の運動方程式は，
Ma =Mg − Sである．Sを消去すると，a = [(M − µ′m)/(M +m)]g を得る．
(b) 力のつり合いから，静止摩擦力の大きさを fとすると，f = S =Mgが成り立つ．
最大静止摩擦力はµmgで，f ≤ µmgとなることより，M ≤ µmであることがわかる．

第３章　簡単な運動
【1】ボールを質点と見なす．(3.3)，(3.4)で，x0 = 26 m，v0 = 0 m/s，t = 2 sとすれば

よい．
速度の向きは鉛直下向き，大きさ (速さ) は 9.8 m/s2 × 2 s = 19.6 m/s．落下距離
は (1/2)× 9.8 m/s2× (2 s)2 = 19.6 mであるので，地上から 6.4 m上空の位置である．

【2】 鉛直上方に x軸をとると，運動方程式は質点が上方に向かっている間は

m
dv

dt
= −mg − bv

となる．初期条件を v(0) = v0とする．微分方程式は
d

dt

(
v +

mg

b

)
= − b

m

(
v +

mg

b

)
と書き直されるので，その一般解は

v(t) = Ce−(b/m)t − mg

b

(Cは定数) となり，初期条件から

v(t) =
(
v0 +

mg

b

)
e−(b/m)t − mg

b

のように速度が求められる．
最高点に到達する時刻を t1とすると，v(t1) = 0なので

t1 =
m

b
ln

(
1 +

bv0
mg

)
となる．抵抗が小さい場合，b ∼ 0のとき t1 ∼ v0/gとなる．
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【3】 鉛直下方に x軸をとると，運動方程式は

m
dv

dt
= mg − b′v2

となる．この微分方程式は∫ (
g − b′

m
v2
)−1

dv =

∫
dt+ C

の積分において，初期条件から

t =

∫ v

0

(
g − b′

m
V 2

)−1

dV ＝1

2

√
m

b′g
ln

√
mg +

√
b′v

√
mg −

√
b′v

である．ここから変形を続けていくと，解

v(t) =

√
mg

b′
tanh

√
b′g

m
t

に到達する．
√
b′g/m t ∼ 0のときは v ∼ gtである．また，

√
b′g/m tが大きいと v ∼√

mg/b′ となり，これが，この場合の終端速度である．なお，tanh x = sinh x/cosh x

である．

【4】 鉛直軸について回転対称 (軸対称) な図形であることから，ある鉛直平面内で初速
v0を持った質点がどのような軌跡を描くかを考える．なぜならば，水は水滴の連続と
考えればよいし，質点の運動はその質量にはよらないからである．
3.2節で述べたように，軌跡の放物線は投射角 θ0の場合，

y = (tan θ0)x−
1

2
g

x2

v20 cos
2 θ0

である (式 (3.35))．これを変形して，

y = (tan θ0)x−
1

2v20
gx2(1 + tan2 θ0)

とすれば，軌跡を表す式は tan θ0の２次式と見ることができる．θ0は水平から測った
投射角である．Z = tan θ0で表すと，

g

v20
x2Z2 − 2xZ +

g

v20
x2 + 2y = 0

となる．

6



さて，逆に Z がこの 2次方程式の解として求められるとすると，実数解が存在す
る条件 (2次方程式の判別式≥ 0) より，

x2 − g

v20
x2

(
g

v20
x2 + 2y

)
≥ 0

を得る．ある点 (x, y)を通る放物軌道のうち，原点からの投射で到達するものは，こ
の不等式で限られているということである．
略解の図のように，(x, y)の範囲は限られていることは明らかであろう．つまり，前
式を整理した式

y ≤ v20
2g

− g

2v20
x2

を見ると，境界は放物線である (略解の図の太い線)．なお，このように，数学的にあ
る条件が付いた曲線群の境界となる曲線を包絡線とよぶ．

【5】 C = v20/(2g)とおくと放物線は y = C − [1/(4C)]x2と書ける．CがLCに置き換え
られたとき，y = LC − [1/(4LC)]x2となるが，これは y/L = C − [1/(4C)] (x/L)2と
等価である．したがって，相似比 1/L倍で相似形となる．

【6】フックの法則に従う復元力と，振動運動については，3.3節を参照のこと．
(a) 重力とばねの復元力のつり合いから，mg = k(l − l0) が成り立つ．これを解いて
l = l0 +mg/k．
(b) m(d2x/dt2) + kx = 0．
(c) 振動方程式の一般解は x(t) = a cosωt+ b sinωt，ここで ω =

√
k/m である．

(d) 一般解 x(t) = a cosωt + b cosωtおよびその微分から得られる v(t) = ẋ(t) =

−aω sinωt+bω cosωtにおいて，初期条件を満たすには，x(0) = a = A，v(0) = bω = 0

であればよい．したがって，x(t) = A cosωt が解である．
(e) このとき v(t) = −Aω sinωt であり，−1 ≤ sin x ≤ 1 であるから，vmax = Aω，こ
のとき x = 0である．

【7】 (3.57)を用いる．T = 2π
√
(1 m)/(9.8 m/s2) = 2.0 s．

【8】 アルキメデスの原理 (静止流体中で物体の受ける力 (浮力) の大きさは，物体が排
除した流体の重さに等しい) から，重力mgと浮力がつり合うので l = m/(ρS)がわ
かる．浮きを手で下方に∆lだけ押し下げる．なお，∆lは微小であると仮定する．こ
のとき，浮きが手を押し上げる力の大きさは F = ρSg∆lで，また，∆lだけ持ち上
がるときも同じ大きさの力が下向きにはたらくので，力の向きとして，この力は復元
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力であることがわかる．そのためフックの法則に従うばねと同じで，この浮きは周期
T = 2π

√
m/(ρSg) = 2π

√
l/g の単振動をする．

ちなみに，この解は，次元解析の考え方 (2.2節)により理解することができる．時
間の次元を持つ量を得るためには，重力加速度の大きさの他に長さの次元を持つ量が
必要である．
例えば，同じ浮きを横に何本も束ねたものを考えたとき，浮きの上下する周期は変
わることはない．なぜならば，束ねた浮き相互の間に力がはたらくとしても縦方向
の振動に影響を及ぼすとは考えられないからである．したがって，長さの次元を持つ
量としては浮きの縦方向の長さを使うしかないことがわかる．よって振動の周期は√
l/gに比例することがわかる．

【9】中心から xの距離 (x < R⊕ (地球半径))における質量mの質点にはたらく万有引力
の大きさは，

|F (x)| = G

(
4π

3
|x|3ρ

)
m

|x|2
=

4π

3
Gmρ|x|

で，向きは地球中心方向である．x = R⊕ (地球半径)のとき，|F | = mgとなる．な
ぜなら地上の重力は，地球の全質量が地球の中心位置に集まったと仮定したとき，質
点にはたらく力と見なすことができるからである．以下では，mは地球の質量より
はるかに小さいとし，地球は動かないものとして考える．
北極点と南極点をつなぐ細いトンネル内を滑らかに動く，質量mの物体を考えよ
う．中心から |x|の距離にあるとき，物体は F = −mgx/R⊕の力を受ける．ただし，
図 3.18のように x軸をとった．
この力は，フックの法則のように復元力が地球の中心からの距離に比例した大き
さを持つことがわかる．したがって，運動方程式から物体は単振動することがわか
る．その周期は T = 2π

√
mR⊕/(mg) = 2π

√
R⊕/gである．なお，地球半径をR⊕ =

6.37 × 106 m，重力加速度の大きさを g = 9.80 m/s2としたとき，周期は 84.4 分で
ある．

【10】新たなトンネル内での物体の座標を x′とする．新たなトンネル内で x′にある物体
にはたらく，トンネルに沿う力の大きさはmg(x′/R⊕)である．なぜなら，物体には
たらく力の大きさは地球の中心からの距離に比例するので，トンネル方向の力の成分
は物体の位置 x′ に比例するからである．したがって，その振動周期は中心を通るト
ンネルの場合と同じである．ちなみに，地表すれすれを等速円運動する人工衛星の周
期もこれと同じである (5.5節)．
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第４章　仕事とエネルギー
【1】(4.1)を使う．

仕事は w = 10 N× 2 m = 20 J となる．

【2】(4.13)を基に考える．
仕事率は P = 1000 kg× 9.8 m/s2 × 10 m/s = 98000 W = 98 kW となる．

【3】重力による位置エネルギーは，(4.17)で与えられる．
位置エネルギーは 3 kg× 9.8 m/s2 × 2.5 m = 73.5 J である．

【4】動摩擦力は物体の運動と逆向きにほぼ一定の大きさではたらく．物体の運動の道筋
によって，動摩擦力の及ぼす仕事 (道のりに比例する)はいろいろな値をとるので，動
摩擦力は非保存力である．

【5】フックの法則に従う復元力にともなう位置エネルギーは (4.18)で与えられる．
ばねに蓄えられる位置エネルギーは (1/2)× 100 N/m× (0.1 m)2 = 0.5 J である．

【6】質量mの質点が速さ vで運動しているときの運動エネルギーは (1/2)mv2 (4.25)であ
る (4.3節)．したがって，このときの運動エネルギーは (1/2)×3 kg×(7 m/s)2 = 73.5 J

である．

【7】動摩擦力の大きさは (2.25) のように，垂直抗力の大きさに比例する．運動方程式の
形は，落体の場合と同じであることに注意する．
(a) m(d2x/dt2) = −µ′mg.

(b) v(t) = v0 − µ′gt，x(t) = x0＋ v0t− (1/2)µ′gt2.

(c) 静止する時刻は ts = v0/(µ
′g)，s = v20/(2µ

′g).

(d) w =
∫ ts
0
(−µ′mg)(v0 − µ′gt)dt = −µ′mgs = −(1/2)mv20．

【8】vx = vx0，vy = vy0−gt，y = vy0t−(1/2)gt2である．(1/2)m(v2x+v
2
y)＝ (1/2)m[v2x0+

(vy0 − gt)2] = (1/2)m(v2x0 + v2y0 − 2gvy0t + g2t2) = (1/2)m(v2x0 + v2y0) − mgvy0t +

(1/2)mg2t2 = (1/2)m(v2x0 + v2y0) − mgy となるので，(1/2)m(v2x + v2y) + mgy =

(1/2)m(v2x0+ v2y0)を得る．よって任意の時刻における，放物体の力学的エネルギー保
存則が示せた．ここで，mgyは基準を y = 0としたときの位置エネルギーである．
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【9】 保存力はポテンシャル U を使って，(4.44)のように

F =

(
−∂U
∂x

,−∂U
∂y

,−∂U
∂z

)
と表されるので，

∇× F =

(
− ∂2U

∂y∂z
+

∂2U

∂z∂y
,− ∂2U

∂z∂x
+

∂2U

∂x∂z
,− ∂2U

∂x∂y
+

∂2U

∂y∂x

)
= (0, 0, 0) = 0

である (偏微分の順序は交換できることを使った)．ちなみに∇×F はベクトルF の
回転，またはF のローテーション (ローテーションF ) とよばれる．

【10】力学的エネルギー保存則 E = (1/2)mv2+U(x)からv = dx/dt = ±
√

2[E − U(x)]/m

が得られる．ここで，問題文のポテンシャルを代入し，y = exp x (= ex)とおくこと
により，

1

y

dy

dt
= ±

√
2[E − U0y−2 + 2U0y−1]

m

が得られ，さらに整理して

dy

dt
= ±

√
2[Ey2 − U0 + 2U0y]

m

が得られる．本文4.4節および例題4.12と同様に扱えば，積分により周期 T = 2π
√
m/(−2E)

が求められる．微小振動の場合は T ∼ 2π
√
m/(2U0)である．

第５章　中心力と角運動量保存則
【1】角速度は単位時間当たりの回転角 (ラジアン) で与えられる．したがって，

ω⊕ = 2π ÷ (24× 3600 s) = 7.3× 10−5 s−1．

【2】ケプラーの第 3法則は，次元解析から再現できる．GM⊙/a
2
0は加速度と同じ次元を

持つ．これと同じ次元を持つ量は a0/T
2である．したがって a30/T

2はどの惑星でも一
定である．この関係式から，木星軌道の平均半径 a0は (12)2/3 = 5.2天文単位となる．

【3】人工天体の近地点距離が地球軌道の平均半径，遠地点距離が火星の平均半径とする．
この軌道の平均半径は 1.26天文単位である．周期を T 年とすると，ケプラーの第３
法則により (1.26)3/T 2 = 1なので，周期は約 1.4年，ゆえに往復に約 1.4年かかる．
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【4】角運動量保存則または面積速度一定の法則によって，a1v1 = a2v2，すなわち v1/v2 =

60 である．

【5】 力学的エネルギー保存則から，円軌道部分の最高点での速さを v とすると，

mgh =
1

2
mv2 + 2mgR

である．また，最高点での円の中心方向の運動方程式は
mv2

R
= mg +N

である．ここでN はレールが乗り物に与える垂直抗力でありN ≥ 0である．これら
の式から vを消去すると，

mgh− 5

2
mgR =

1

2
NR ≥ 0

なので，h > (5/2)Rである．ゆえに最小の高さは，h = (5/2)Rである (最高点で速
さを持つため 2Rより大きい)．

【6】 力学的エネルギー保存則から，

mgl =
1

2
mv2 + 2mg(l − d) ,

また，円運動の頂点では運動の法則より
mv2

l − d
= mg + S ,

ただし，Sは糸の張力でありS ≥ 0である．これらの式より d ≥ (3/5)lと求められる．

【7】 (a) 運動方程式より，S = mrω2，また，各運動量の大きさは L = mr2ω =一定．
(b) L = mhとすると，S = mh2/r3 である．よって，∫ R′

R

mh2

r3
(−dr) = mh2

2

(
− 1

R2
+

1

R′2

)
=

1

2
mv2

∣∣∣∣
r=R′

− 1

2
mv2

∣∣∣∣
r=R

であるので，糸を引く仕事は質点のエネルギーの増加に等しいことが示せた．
(c) 運動方程式は糸の張力をS ′とし，糸が伸び縮みしないことを考慮すると，質量m

の質点については
m
d2r

dt2
−m

h2

r3
= −S ′ ,
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質量M のおもりについては
M
d2r

dt2
= S ′ −Mg

である．S ′を消去すると，

(m+M)
d2r

dt2
−m

h2

r3
= −Mg

となる．r = r0で一定の場合はmh2/r30 =Mgである．r = r0 +∆rとする．∆rの 1

次までで
(m+M)

d2∆r

dt2
+

3Mg

r0
∆r = 0

を得るので，角振動数はω =
√

3Mg/[(m+M)r0]，周期はT = 2π
√
(m+M)r0/3Mg

となる．

【8】 (a) 1日は T = 86400 sであるから，静止衛星の軌道半径 rと T の関係は (5.90)に
おいてM⊙をM⊕に置き換えたものである．したがって，r = (GM⊕T

2/(4π2))
1/3

=

4.22× 107 mである．地表からの距離は 3.59× 107 mである．
(b) 静止衛星の質量をm，速さを vaとすると，その力学的エネルギーは

1

2
mv2a −

GM⊕m

r
=
GM⊕m

2r
− GM⊕m

r
= −GM⊕m

2r

である．ここで運動方程式
mv2a
r

=
GM⊕m

r2

を用いた．一方，地表で速さ vをもつ質量m物体の力学的エネルギーは
1

2
mv2 − GM⊕m

R⊕

である．力学的エネルギー保存則により，
1

2
v2 − GM⊕

R⊕
= −GM⊕

2r

が成り立つのでこれを解くと，vは 10.8 km/sである．
(c) 機材は静止衛星の高さにまで上げれば十分であると考える．力学的エネルギー保
存則により，

1

2
v2 − GM⊕

R⊕
= −GM⊕

r

が成り立つ．この式から 10.3 km/sと求められる．
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【9】 まず，レンツ・ベクトルを tで微分すると

ε̇ =
v̇ ×L

GMm
− v

r
+

r

r2
ṙ

である．ここで L̇ = 0，ṙ = vを用いた．この右辺にL = mr× v および運動方程式

mv̇ = −GMm

r3
r

を代入すると

ε̇ = −r × (r × v)− v

r
+

r

r2
ṙ = −(r · v)r − r2v

r3
− v

r
+

r

r2
ṙ = [rṙ − (r · v)] r

r3

である．ここで r2 = r · rであり，この両辺を tで微分すれば 2rṙ = 2r · vであるこ
とから，ε̇ = 0がいえる．
5.6節で求めた解を代入すると，

εx =
h2

GMℓ
(cosϕ+ ε)− cosϕ = ε , εy =

h2

GMℓ
sinϕ− sinϕ = 0 , εz = 0

が得られ，したがって，εは大きさが離心率に等しく，近日点の方向を向いているベ
クトルである．ちなみに，r + r · ε = ℓは，軌道の形の式 (5.110) を再現する．

【10】 まず，軌道について極座標を用いて表す．x = r cosϕ，y = r sinϕより，
r2

a2
cos2 ϕ+

r2

b2
(1− cos2 ϕ) = 1 ,

すなわち，
1

b2
+

(
1

a2
− 1

b2

)
cos2 ϕ =

1

r2

が得られる．u = 1/rとすると，

du

dϕ
= −

(
1

a2
− 1

b2

)
cosϕ sinϕ

[
1

b2
+

(
1

a2
− 1

b2

)
cos2 ϕ

]−1/2

であることがわかり，以下の量を uの関数で表すことができる．(
du

dϕ

)2

+ u2 =
1

a2
+

1

b2
− 1

a2b2u2
.
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一方で，ニュートン・ポテンシャルの場合に，力学的エネルギー保存則を表す方程
式を書き直した軌跡を表す式 (5.95)

1

2
m

(
du

dϕ

)2

+
1

2
mu2 − GM⊙m

h2
u =

E

h2

は，一般の中心力ポテンシャル U(r)の場合には，
1

2
m

(
du

dϕ

)2

+
1

2
mu2 +

1

h2
U
(
u−1

)
=
E

h2

となる．
これと先ほどの式を比べると，

U(r) =
1

2
m

h2

a2b2
r2 , E =

1

2
mh2

(
1

a2
+

1

b2

)
であることがわかる．ちなみに，r2 = x2 + y2であるので，この中心力ポテンシャル
の下での運動は，x成分，y成分を独立に扱うことが簡単で，それぞれが同一角振動
数の単振動であることがすぐにわかる．

第６章　非慣性系と相対的な運動
【1】おもりの質量をmとする．慣性力 (大きさma)，重力 (大きさmg)，糸の張力がつり合っ

ているので，(ma)/(mg) = tan(π/6)である．したがって，a = 9.8 m/s2× tan(π/6) =

5.7 m/s2 である．

【2】 振り子のおもりの質量をmとすると，おもりには糸の張力および鉛直下方に重力
mgと慣性力maの合力がはたらく．したがって，T = 2π

√
l/(g + a)である．

【3】この場合，重力mgと慣性力maとの合力の大きさは，m
√
g2 + a2である．したがっ

て，T = 2π
√
l/
√
g2 + a2である．

【4】 (6.15)を用いる．F̃ = 50 kg× 10 m× (2π/20 s)2 = 49 N．ちなみに，質量 50 kgの
物体にはたらく重力W = 50 kg× 9.8 m/s2 = 490 Nのおよそ 10分の 1である．

【5】 地球の半径を R⊕ = 6.37 × 106 m，自転周期を (本当は１日より短いが近似とし
て) T = 86400 sとする．赤道上の地点における遠心力による加速度の大きさは，
a = R⊕ω

2 = R⊕ (2π/T )2 = 0.0337 m/s2と求められる．遠心力の大きさは，半径が一
定ならば角速度の２乗に比例する．g/a = 9.8 ÷ 0.0337 ∼ 290 ∼ (17)2なので，角速
度が約 17倍になれば，重力と遠心力の大きさが等しくなる．
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【6】 (6.24)を用いる．コリオリの力は上方にはたらく．比は，(2× 7.3× 10−5× 700000÷
3600)÷ 9.8 = 2.9× 10−3となる．

【7】ビーズが受ける静止摩擦力の大きさを f とする．ビーズが棒に対して静止している
ならば，

m|g cos θ − rω2 sin θ| = f ≤ µm(g sin θ + rω2 cos θ)

でなければならない．µ = tan θ0とおくと，
g

ω2
cot(θ + θ0) ≤ r ≤ g

ω2
cot(θ − θ0)

であることがわかる．

【8】 (a) m (d2r/dt2 − rω2) = 0，(d/dt)mr2ω = nr，ただし抗力を nとする．解は r =

l coshωtである．抗力の大きさは，n = 2m(dr/dt)ωである．ビーズの運動エネルギー
の変化率は，

d

dt

[
1

2
m

{(
dr

dt

)2

+ r2ω2

}]
= m

(
dr

dt

d2r

dt2
+ r

dr

dt
ω2

)
= 2mr

dr

dt
ω2 = rnω

である．
(b) m(d2r/dt2) =遠心力 = mrω2．抗力 nはコリオリの力 (大きさ 2m(dr/dt)ω) とつ
り合う．

【9】 緯度 αの地点で物体を高さ hの塔の頂上から自由落下させる．この地点での (非
慣性系)座標軸として，南方向に x軸，東方向に y 軸，鉛直上方に z 軸をとる．物
体は t = 0では (0, 0, h)の位置である．運動方程式はニュートンの記法を用いると，
ẍ = 2ωẏ sinα，ÿ = −2ω(ẋ sinα + ż cosα)，z̈ = −g + 2ωẏ cosαとなる．
３番目の式で，右辺第２項は第１項より極めて小さいと考えられるので，z̈ = −g，
すなわち ż = −gtである．また，ẋも ż より極めて小さいと考えられるので ÿ =

−2ωż cosα = 2ω(cosα)gtとなる．したがって，

y = 2ω cosα

(
1

6
gt3

)
=

1

3
ω cosα(gt3)

が得られる．地表に達する時刻を t1とすると，h = (1/2)gt21なので

y(t1) =
1

3
ωg cosα

(
2h

g

)3/2
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となる．つまり，これだけ東へずれる．なお，地表での速さ v0 = gt1を代入すると

y(t1) =
1

3

v30
g2
ω cosα

となる．
この落下地点のずれは，コリオリの力が落下方向に対して右側＝東側にはたらくか
らである．慣性系から見れば，このずれは塔の頂上の速さが地上よりも速いことで理
解できる．塔の頂上から落下させるときに，物体はすでに東向きの大きな速度を持っ
ているのである．

【10】 状況は前問と同じであるので，運動方程式から ÿ = −2ωż cosα，z̈ = −gである．
t = 0で初速 v0であるので，ż = v0 − gtである．したがって，

y(t) = −2ω cosα

(
1

2
v0t

2 − 1

6
gt3

)
が得られる．
落下の時刻 t2 = 2v0/gを代入すると，

y(t2) = −4

3

v30
g2
ω cosα

となり，西へずれることがわかる．

第７章　質点系の運動と保存則
【1】運動量変化は力積に等しい．向きも考慮すると，0.1 kg×v[m/s]−0.1 kg×(−25 m/s) =

6.0 N · sであるから，v = 35 m/s である．
【2】 運動量保存則を用いる．運動量はベクトルであるから，その向きに気をつける．

後のボートの速さを vとすると，50 kg× 2 m/s = 100 kg× v[m/s]なので，ボート
は人の飛び込んだ方向と逆向きに，1 m/sで動き出す．

【3】運動量保存則より，2 kg× 2 m/s＋ 1 kg× 1 m/s = 2 kg× 1.5 m/s+ 1 kg× v[m/s]，
これを解いて v = 2 m/s．反発係数は e = (2 m/s− 1.5 m/s)/(2 m/s− 1 m/s) = 0.5．

【4】 弾性衝突と同じとして考えればよい．木星の速度は変化しないと考えられるので，
13 km/s + 10 km/s = −13 km/s + v[km/s]より v = 36 km/s．
ちなみに，ガリレイ変換により木星が静止している座標系を考えれば，そこでは壁
との弾性衝突と等価である．
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【5】運動量保存則を用いる．x方向の運動量：0.1 kg×9 m/s = (0.1 kg+0.2 kg)×Vx[m/s]，
y方向の運動量：0.2 kg×6 m/s = (0.1 kg+0.2 kg)×Vy[m/s]，であるので，Vx = 3 m/s，
Vy = 4 m/s (速さ V = 5 m/s)．

【6】 鎖の下端からはかって lの位置の，鎖の微小な部分のみを考える．その長さを∆l

とすると，その微小部分は質量 λ∆lの質点と見なすことができるので，はかりの皿
の寸前の位置まで自由落下したときのその速さを vとしたとき，力学的エネルギー保
存則から (1/2)(λ∆l)v2 = (λ∆l)g(h+ l)が成り立つ．したがって，v =

√
2g(h+ l)で

ある．
はかりの皿の上で微小部分が静止することから，皿に触れると皿からの力 fによっ
て速さは vからゼロに変化する．微小時間∆tの間に，この変化が起きるとすると，運
動量変化と力積が等しいことより (λ∆l)v = f∆t，すなわち，f = λv(∆l/∆t)である．
ここで，∆l/∆t = vなので，これを代入すると f = λv2 = 2λg(h+ l)となる．作用
反作用の法則により，はかりの皿はこの力で下方に押される．皿の上にはすでに長さ
l の鎖が乗っているので，それにはたらく重力を加えた

F = f + (λl)g = λ(3l + 2h)g[N]

が，はかりの表示に現れる．普通のはかりは重量 [kg]で目盛りがついているので，は
かりの目盛りは λ(3l + 2h)[kg]である．

【7】運動量保存則よりmv = (m+M)V，ただし V は銃弾が打ち込まれた瞬間の物体の
速さである．上昇する高さは，力学的エネルギー保存則を用いることにより，

V 2

2g
=

(
m

m+M

)2
v2

2g

となる．

【8】 衝突の瞬間の運動量保存則からMV = MV ′ +mv，また，力学的エネルギー保存
則からMV 2 =MV ′2 +mv2，ただし，衝突後の瞬間における左側にある質量mの質
点の速度を vとした．これらの式より，

v =
2M

m+M
V , V ′ = V − m

M
v =

M −m

M +m
V

である．連結体の重心の速度は，

vG =
v

2
=

M

m+M
V
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である．ちなみに，連結体を１つの物体と見なしたときの有効反発係数は，

e =
vG − V ′

V
=

m

m+M

となる．

【9】 重心を原点にとる．質量miの質点の位置ベクトルを ri(i = 1, 2, 3)とする．運動方
程式は，

r̈i = −G

d3

∑
j ̸=i

mj(ri − rj)

である．1番目の質点について

r̈1 = −G

d3
[m2(r1 − r2) +m3(r1 − r3)]

= −G

d3
[(m1 +m2 +m3)r1 − (m1r1 +m2r2 +m3r3)]

= −G

d3
Mr1

となる．ただしM = m1+m2+m3，重心は原点であることを用いた．2，3番目の質点
についても同様であるから，すべての質点は同じ形の運動方程式 r̈i = −(GM/d3)ri

にしたがい，角速度 ωは ω =
√
GM/d3で与えられる．

【10】質点とばねの数を増やしていくと，それらの点は正弦関数のグラフの上に乗り，ど
んどん個数を増やしていくと，両端を固定した弦のような振動にどんどん近づいてい
く．基準振動数は，

ω2
a = 2

(
1− cos

πa

N + 1

)
ω2
0

である．ただし，ω2
0 = k/mとした．

第８章　剛体の力学 –回転軸の向きが一定の場合–

【1】腕を伸ばした状態から胴体に近づけると，回転軸周りの慣性モーメントは減少する．
角運動量保存則により，慣性モーメントが半分になれば角速度は倍になる．

【2】一様な球の慣性モーメントは (8.23)で与えられる．回転エネルギーは (8.17)である．
ボールの質量をM [kg]とする．並進の運動エネルギーは，(1/2)×M [kg]×(8 m/s)2 =

32M [J]．滑らずに転がる場合の回転のエネルギーは，(1/2)×(2/5)×M [kg]×(0.2 m)2×
(8 m/s/0.2 m)2 = 12.8M [J]．したがって，答えは (32 + 12.8)÷ 32 = 1.4である．
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【3】 蝶番周りにおける力のモーメントのつり合いMgL/2 = SL sin θから，張力の大き
さはS =Mg/(2 sin θ)である．力のつり合いより，蝶番から棒にはたらく力は，水平
方向成分は S cos θ =Mg/(2 tan θ)，垂直方向成分はMg − S sin θ =Mg/2となる．

【4】撃力の力積をF∆tとする．撃力を与えた瞬間に，重心は∆vの速度を持ち，重心の
周りに角速度∆ωを持つ．それらはM∆v = F∆t，I∆ω = FR∆tを満たす．重心G

の反対側，R′離れた点の速さは∆v−∆ωR′となる．これがゼロなら，この点近傍で
は，この瞬間に撃力の効果をあまり感じない．したがって，R′ = ∆v/∆ω = I/(MR)

となる．この位置を打撃の中心，またはスイートスポットとよぶ．ちなみに，一様
な棒の端を持つなら，そこから棒の長さの 2/3のところが打撃の中心である．なお，
R + R′は，重心周りの慣性モーメントが I である実体振り子の相当単振り子の長さ
と一致する．

【5】 質量密度を ρとする．慣性モーメントは，平行軸の定理を用いて，∫ h/2

−h/2

(
1

4
a2 + x2

)
πρa2dx =

1

4
ρπa4h+

2

3

(
h

2

)3

ρπa2 =
1

4
M

(
a2 +

1

3
h2
)

と求められる．
ちなみに同様の考え方で，質量M，半径 aの一様な球の対称軸周りの慣性モーメ
ントは， ∫ a

−a

[
1

4

(
a2 − x2

)
+ x2

]
πρ(a2 − x2)dx =

ρπ

4

∫ a

−a

(a4 + 2a2x2 − 3x4)dx

=
ρπ

2
a5

(
1 +

2

3
− 3

5

)
=

8π

15
ρa5 =

2

5
Ma2

である．

【6】 平行軸の定理 I = IG + MR2 および (8.33)より T = 2π
√

(IG +MR2)/(MgR)．
(IG +MR2)/(MgR)が最小となるのはMR2 = IGのときで，このときT = 2π

√
2R/g

である．

【7】 軸を付け替えたときの周期は

T ′ = 2π

√
IG +MR′2

MgR′

であるので，元と周期が等しいことから
IG +MR2

MgR
=
IG +MR′2

MgR′ ,
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すなわちR′(IG +MR2) = R(IG +MR′2)である．これから IG = MR′Rという関係
がわかる．つまりR′ = IG/(MR)である．このときの周期は

T = 2π

√
MR′R +MR2

MgR
= 2π

√
R +R′

g

である (これより，R +R′は，相当単振り子の長さに等しいことがわかる)．

【8】加速度をa，角加速度をαとする．糸の張力をSとする．運動方程式はMa =Mg−S，
回転の方程式は Iα = SR，糸は滑らないので α = a/Rであるから，以上より

a =
M

M + (I/R2)
g

である．なお，質量分布が一様な円板では，a = (2/3)g となる．ちなみに，S =

[I/(I +MR2)]Mgである．
(別解) 運動エネルギー (回転を含む)はK = (1/2)Mv2 + (1/2)Iω2，ここで vはヨー
ヨーの速度，ωはヨーヨーの回転角速度であり，ω = v/Rである．したがって，力学
的エネルギー保存則より xだけ落下したとき (t = 0で x = 0，v = 0)，

Mgx =
1

2
Mv2 +

1

2
Iω2 =

1

2

(
M +

I

R2

)
v2 ,

ゆえに，v2 = 2[MR2/(MR2 + I)]gxが得られる．この関係式からa = [MR2/(MR2 + I)]g

がわかる．

【9】円柱の中心軸周りの慣性モーメントを Iとする．力学的エネルギーEは鉛直線から
円柱中心の角度を θとすると，

E =
1

2
M(R− a)2θ̇2 +

1

2
I

(
R− a

a

)2

θ̇2 +Mg(R− a)(1− cos θ)

である．運動方程式は(
M +

I

a2

)
(R− a)2θ̈ = −Mg(R− a) sin θ ,

ゆえに微小振動の周期は

T = 2π

√
[M + (I/a2)](R− a)

Mg
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となる．ここで，I = (1/2)Ma2を代入すると

T = 2π

√
3(R− a)

2g

が得られる．円筒の内側を転がる円柱の振動周期は，糸の長さ l = (3/2)(R− a)の単
振り子の周期と同じである．

【10】球の慣性モーメントを Iとする．半球の頂上と球の中心と間の角度を θとする．力
学的エネルギーは，

E =
1

2
M(R + r)2θ̇2 +

1

2
I(R + r)2

θ̇2

r2
+Mg(R + r)(cos θ − 1) = 0

である．(R + r)θ̇2 = g cos θとなるときに，半球から離れる．よって，(
M +

I

r2

)
cos θ + 2M(cos θ − 1) = 0

に I = (2/5)Mr2を代入し，cos θ = 10/17 (< 2/3)を得る．

第９章　剛体の一般的な回転運動
【1】Ω =MgR/(Iω) (9.4)を使う．

回転角速度を ωとすると，
2π

1 s
= (50× 10−3 kg× 9.8 m/s2 × 4× 10−2 m)

÷
(
1

2
× 50× 10−3 kg× (3× 10−2 m)2 × ω[rad/s]

)
より，ω = 139 rad/s．１秒当りの回転数は ω/(2π)＝ 22.1回/秒となる．

【2】 球の質量をm，半径を r，慣性モーメントを I，円運動の半径をRとする．球の重
心運動を考えると，テーブルからの抗力の大きさは f = mRω2，向きはテーブルの回
転中心を向く．球の重心周りの力のモーメントの大きさは N = rf = mRrω2 で，球
の運動方向である．球の重心周りの角運動量の大きさは L′ = IR(Ω− ω)/r で，これ
は不変である．
題意により，角運動量の向きが，円運動と同じ角速度 ωで変化する．dL′/dt = N

より L′ω = N，すなわち I[R(Ω− ω)/r]ω = mRrω2 となる．したがって，ω =

[I/(I +mr2)]Ω，I = (2/5)mr2を代入すると，ω = (2/7)Ωである．
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【3】9.2節例題 9.4と同様に考える．例えば，Ixx = m[(l sinϕ)2 + (l cosϕ)2 + (l sinϕ)2 +

(l cosϕ)2] = 2ml2，Ixy = −m[(l cosϕ)(l sinϕ)+(−l sinϕ)(l cosϕ)+(−l cosϕ)(−l sinϕ)+
(l sinϕ)(−l cosϕ)] = 0，など．
Ixx = 2ml2，Iyy = 2ml2，Izz = 4ml2，他の要素，すなわち慣性乗積はゼロである．
したがってこの場合，x，y，zそれぞれの軸が慣性主軸である．また，ϕによらない
ことから，z = 0の平面上に任意の直交する軸を主軸とすることができる．このよう
に，回転体でなくても主慣性モーメントが IX = IY = I⊥ ̸= IZとなっている剛体は無
数に存在する．

【4】角運動量ベクトルLと角速度ベクトルωの関係は，慣性テンソル Ĩを用いてL = Ĩω

と表される．座標軸は，任意に設定できるので角速度ベクトル ωの方向に z軸をと
る．このときω = (0, 0, ω)である．したがって，L = (Ixzω, Iyzω, Izzω)となる．角運
動量の時間微分は L̇ = (Ixzω̇, Iyzω̇, Izzω̇)となる．この x成分，y成分は一般にゼロで
はないが，固定された軸からの抗力が剛体に力のモーメントの x成分，y成分を与え
ることによって，軸は固定された方向を向いたままであると考えられる．なお，軸は
摩擦力のような力がなければ，z成分を持つ力のモーメントを与えることはないこと
に注意する．したがって，L̇z = Izzω̇のみ考えればよい．ちなみに，回転の運動エネ
ルギーも，この場合同様に考え，K = (1/2)Izzω

2とすればよいことがわかる．

【5】 もちろん，1点では無理である．剛体中の 2点を固定すると，その 2点を結ぶ軸周
りの回転の自由度がまだ残っている．3点を選べば，剛体の位置，向き共に固定する
ことができる．このとき，3点の座標それぞれ 3成分，全部で 3 × 3 = 9つの変数が
あるように思えるが，剛体中の質点の互いの位置は固定されているため，3点を頂点
とした三角形の 3辺は変化しえないので，独立変数の数は 9− 3 = 6である．当然な
がら，剛体の状態を重心位置・オイラー角で表す場合とその自由度は同一である．

【6】 以下のような計算で求められる．

Lz = L · ez = IXωXeX · ez + IY ωY eY · ez + IZωZeZ · ez

= IXωX sin θ sinψ + IY ωY sin θ cosψ + IZωZ cos θ

= IX(θ̇ cosψ + ϕ̇ sin θ sinψ) sin θ sinψ + IY (−θ̇ sinψ + ϕ̇ sin θ cosψ) sin θ cosψ

+IZ(ψ̇ + ϕ̇ cos θ) cos θ .

IX = IY = I⊥のときは，Lz = I⊥ϕ̇ sin
2 θ + IZωZ cos θである．

【7】(9.61)，(9.62)を使う．
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ω2
Z が十分大きいとき，2つの解は Ω = IZωZ/(I⊥ cos θ0)，Ω = MgR/(IZωZ)であ

る．これに，IZ = (1/2)Ma2，I⊥ = (1/4)Ma2 +MR2を代入すると，

Ω =
2a2ωZ

(a2 + 4R2) cos θ0
, Ω =

2gR

a2ωZ

となる ((9.46)を用いた)．
【8】 この場合，角運動量ベクトルは

L = I⊥Ω sin θ0(sinψeX + cosψeY ) + IZωZeZ

である．これを時間微分してもよいが，基底ベクトルの微分が面倒である．
z軸周りの一定角速度の運動であることを用いると，

L̇ = Ωez ×L

= Ω(sin θ0(sinψeX + cosψeY ) + cos θ0eZ)× (I⊥Ω sin θ0(sinψeX + cosψeY )

+IZωZeZ)

= I⊥Ω
2 sin θ0 cos θ0 sinψeY − I⊥Ω

2 sin θ0 cos θ0 cosψeX − IZωZΩ sin θ0 sinψeY

+IZωZΩ sin θ0 cosψeX

= (IZωZΩ− I⊥Ω
2 cos θ0) sin θ0(cosψeX − sinψeY )

を得る．これが
N =MgR sin θ0(cosψeX − sinψeY )

と等しいので，
IZωZΩ− I⊥Ω

2 cos θ0 = mgR

が求められた．この式は 9.5節の例題 9.11の (9.60)と同一であるので，以下は同様
の計算となる．

【9】水平面をx-y平面，コインの中心を通りコインの面に垂直な軸をZ軸とする．慣性主
軸に沿ってオイラー角を用いると，ちょうど θ = θ0 =一定，ϕ̇ = Ω =一定に相当する．
コインが面に対して滑らないという条件からRϕ̇ = −rψ̇，すなわち ψ̇ = −(R/r)Ω =

一定であることがわかる．ここで，円板の重心の運動に着目すると，円板は接地点か
ら上向きの力mg，向心力 m(R− r cos θ0)Ω

2を受けている．
したがって，円板重心周りの力のモーメントの慣性主軸座標成分は

NX = (−mgr cos θ0 +m(R− r cos θ0)Ω
2r sin θ0) cosψ ,

NY = −(−mgr cos θ0 +m(R− r cos θ0)Ω
2r sin θ0) sinψ ,

NZ = 0
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である．
円板が Z 軸について対称で，かつNZ はゼロであるため，オイラーの運動方程式
から

ωZ =一定 = ψ̇ + ϕ̇ cos θ0 =

(
−R
r
+ cos θ0

)
Ω

であることがわかる．また，他の角運動量成分はωX = Ωsin θ0 sinψ，ωY = Ωsin θ0 cosψ

と書けるので，残りのオイラーの運動方程式は，[
(IZ +mr2)

R

r
− (IZ − I⊥ +mr2) cos θ0

]
Ω2 = mgr

cos θ0
sin θ0

となる．一様な円板の慣性モーメントは，I⊥ = (1/4)mr2，IZ = (1/2)mr2であるか
ら，これらを代入すると円運動の角速度について

Ω =

√
4g cos θ0

sin θ0(6R− 5r cos θ0)

と求められる．

【10】 9.5節例題 9.11と同じ対称こまを考える．オイラーの運動方程式は，オイラー角
を用いた慣性主軸座標系では

I⊥ω̇X − (I⊥ − IZ)ωY ωZ =MgR sin θ cosψ ,

I⊥ω̇Y − (IZ − I⊥)ωZωX = −MgR sin θ sinψ ,

IZω̇Z = 0

である．
第 3式から ωZ =一定，第 1式と第 2式から

I⊥(ωX ω̇X + ωY ω̇Y ) =MgR sin θ(ωX cosψ − ωY sinψ) =MgRθ̇ sin θ

がわかる．したがって，(1/2)I⊥(ω
2
X + ω2

Y ) +MgR cos θ =一定であることがわかる．
ωZも一定であるので，これは回転の運動エネルギーと重力のポテンシャルエネルギー
の和，すなわち全力学的エネルギーの保存と同等である．よって，全力学的エネル
ギーは

E =
1

2
I⊥(ω

2
X + ω2

Y ) +
1

2
IZω

2
Z +MgR cos θ

=
1

2
I⊥(θ̇

2 + ϕ̇2 sin2 θ) +
1

2
IZω

2
Z +MgR cos θ
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である．
一方，角運動量の z成分 Lz = I⊥ϕ̇ sin

2 θ + IZωZ cos θは明らかに (重力は z成分を
持つ力のモーメントを作りえないので)保存している (先ほどのオイラーの方程式か
らも示すことができる)．これを使って ϕ̇を全力学的エネルギーの式から消去すると
次のようになる．

E =
1

2
I⊥θ̇

2 + U(θ) ,

ここで
U(θ) =

1

2
IZω

2
Z +MgR cos θ +

(Lz − IZωZ cos θ)2

2I⊥ sin2 θ

である．これは，θについての運動エネルギーとポテンシャルの和の形をしているの
で，1次元の質点の運動と同じように θの変化を議論することができる．
θはE − U > 0となる範囲を動く．なお，Lz − IZωZ cos θの符号が変化するとき ϕ̇

の符号も変わる．θ = θ0 =一定が実現するのは，θ = θ0が U の極小を与えるときで
ある．ここで，ポテンシャル U(θ)を θで微分すると，

dU(θ)

dθ

= −MgR sin θ − (Lz − IZωZ cos θ)2

I⊥ sin3 θ
cos θ +

Lz − IZωZ cos θ

I⊥ sin2 θ
(IZωZ sin θ)

であるから，歳差の角速度は

Ω = ϕ̇ =
Lz − IZωZ cos θ0

I⊥ sin2 θ0

なので
dU(θ)

dθ

∣∣∣∣
θ=θ0

= 0は −MgR− Ω2 cos θ0 + IZωZΩ = 0

と等価である．
次に，θ = θ0付近での θの微小振動を考える．

dU(θ)

dθ
= −MgR sin θ − [Ω(θ)]2 sin θ cos θ + IZωZΩ(θ) sin θ ,

Ω(θ) =
Lz − IZωZ cos θ

I⊥ sin2 θ

である．ここで，遅い歳差Ω ∼ MgR/(IZωZ)のとき，IZωZ ≫ I⊥Ωなので，θ = θ0
付近で

d2U(θ)

dθ2
∼ IZωZ

dΩ(θ)

dθ
sin θ ∼ IZωZ

IZωZ sin θ

I⊥ sin2 θ
sin θ =

I2Zω
2
Z

I⊥
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である．したがって，微小振動の角振動数は ω′ ∼ IZωZ/I⊥である．このようなこま
の軸の角度の周期的変化を章動とよぶ．
眠りごまの場合 Lz = IZωZ であるので，有効ポテンシャルは

U(θ) =
1

2
IZω

2
Z +MgR cos θ +

I2Zω
2
Z

2I⊥
tan2 θ

2

となる．ここで
cos θ = 2 cos2

θ

2
− 1 , sin θ = 2 sin

θ

2
cos

θ

2

を用いた．
θ = 0，すなわち，こまの軸と鉛直軸のなす角がゼロ，の近くでは

U(θ) =
1

2
IZω

2
Z +MgR

(
1− 1

2
θ2
)
+
I2Zω

2
Z

2I⊥

(
θ

2

)2

+ (θの 3乗以上を含む項)

である．
したがって，θ = 0では

d2U(θ)

dθ2
∼ −MgR +

I2Zω
2
Z

4I⊥

であるので，これが正であれば θ = θ0 = 0は安定，すなわち，微小量軸の角度を変
えても θ方向の運動は微小振動運動になる．つまり，

ω2
Z >

4I⊥MgR

I2Z

であれば眠りごまは安定である．
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