
演習問題の略解の補足説明
この電子ファイルでは，『基礎からの物理学』の読者が演習問題に取り組む
際の助けとなるよう，本書の中の演習問題の略解よりも詳細な解答や補足を
行う。なお，本書の略解で説明が十分と思われる問題については補足説明は
省略した（その際は「本書の章末問題略解に準ずる」と記載してある）。

山本貴博
2016 年 11 月

第 I部【力学】
1. [様々な運動の位置，速度，加速度]

(a)～(d)の与式をそれぞれ時間 tで微分することで，本書の略解で記した速
度 v(t)が得られる。さらに v(t)を tで微分することで，本書の略解で記した
加速度 a(t)が得られる。

2. [地表付近にある物体にはたらく力]

(a)地球の自転の周期T（=1日）は，T = 86, 400秒 (=24時間×60分/時×60

秒/分) なので，地球の自転の角速度 ωは

ω =
2π

T
=

2× 3.14

86, 400
≈ 7.3× 10−5 rad/s (1)

である。ただし，地球の公転の影響は無視した。

(b) 本書の演習問題の略解に準ずる
(c) 本書の演習問題の略解に準ずる

3. [荒い斜面を滑る物体と摩擦角]

角度 θの斜面上の質量 mの物体にはたらく重力 mg を，斜面に平行な成分
F∥(θ) = mg sin θと斜面に垂直な成分 F⊥(θ) = mg cos θに分解する。最大静
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止摩擦力の大きさ Rmax は，物体が斜面上を滑り出すときの F∥，すなわち，
F∥(θc) = mg sin θcに等しいので，

Rmax = mg sin θc (2)

である。また，垂直抗力の大きさN は重力の斜面に垂直な成分 F∥に等しい
ので，物体が斜面上を滑り出すときには，

N = mg cos θc (3)

である。したがって，(6.1)式のRmax = µN より

µ =
Rmax

N
=

mg sin θc
mg cos θc

= tan θc (4)

となる。

4. [粘性抵抗を受けて減速する物体]

水平面上にx軸を設定し，物体の進行する方向をx軸の正の向きに選ぶと，こ
の物体の運動方程式は

m
dv

dt
= −γv (5)

によって与えられる。ここで，γ(> 0)は粘性抵抗係数である。まず，(5)の右
辺の微分 dv/dtを単純な割り算 dv÷ dtとみなし，(5)の両辺に dtを掛けて

1

v
dv = − γ

m
dt (6)

のように書き直す。次に，この両辺を∫
1

v
dv = − γ

m

∫
dt (7)

のように積分することで，

v(t) = Ae−
γ
m
t (Aは任意の実数) (8)

のように，vの一般解が得られる。この一般解に初期条件（t = 0で v(0) = v0）
を代入すると，A = v0が得られので，

v(t) = v0e
− γ

m
t (9)
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となる。
上で得られた vを時間 tで積分すると，

x(t) = −m

γ
v0e

− γ
m
t +B (Bは任意の実数) (10)

が得られる。この式に初期条件（t = 0で x(0) = 0）を代入すると，B = m
γ
v0

が得られので，

x(t) =
m

γ
v0

(
1− e−

γ
m
t
)

(11)

となる。

5. [粘性抵抗のもとでの落下運動]

本書の (7.17)式を時間 tで積分することで，

x(t) =
mg

γ
t+

(
m

γ

)2

ge−
γ
m
t + A (Aは任意の実数) (12)

が得られる。この式に初期条件（t = 0で x(0) = 0）を代入すると，A =

h−
(
m

γ

)2

gが得られるので，

x(t) = −m

γ

{
mg

γ

(
1− e−

γ
m
t
)
− gt

}
+ h (13)

となる。

6. [慣性抵抗のもとでの落下運動]

この質点の満たす運動方程式は，

m
dv

dt
= mg − βv2

= −β (v − v∞) (v + v∞) (13)

である。ここで，v∞ ≡
√

mg

β
と置いた。上式の右辺の微分 dv/dtを単純な

割り算 dv÷ dtとみなし，(13)の両辺に dtを掛けて，mで割り，両辺積分す
ると ∫

1

(v − v∞) (v + v∞)
dv = − β

m

∫
dt (14)
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となる。ここで，左辺の被積分関数を部分分数に分解すると，

1

(v − v∞) (v + v∞)
=

1

2v∞

(
1

v − v∞
− 1

v + v∞

)
(15)

となるので，(14)式は

1

2v∞

(∫
1

v − v∞
dv −

∫
1

v + v∞
dv

)
= − β

m

∫
dt (16)

となる。両辺の積分を実行すると，

1

2v∞
(ln |v − v∞| − ln |v + v∞|) = − β

m
t+ A (Aは任意の実数) (17)

となるので，この式を vについて整理すると

v = v∞
1 +Be−(2v∞β/m)t

1−Be−(2v∞β/m)t
(Bは任意の実数) (18)

が得られる。
初期条件（時刻 t = 0において v = 0）を (18)式に代入すると，B = −1と

なり，

v = v∞
1− e−(2v∞β/m)t

1 + e−(2v∞β/m)t
= v∞ tanh

(
v∞β

m
t

)
(19)

を得る。

7. [制動の効き方]

本書の演習問題の略解に準ずる

8. [粘性抵抗と周期的な外力のもとでの振動子]

(a) 本書の演習問題の略解に準ずる
(b) 本書の演習問題の略解に準ずる

9. [時間に比例する外力のもとでの振動子]

与式の運動方程式

m
d2x

dt2
= −kx+ at (20)
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の両辺を質量mで割ると

d2x

dt2
+ ω2

0x =
a

m
t (21)

となる。ここで，ω0 =
√

k/mと置いた。(21)式の非同次方程式の一般解は，
右辺がゼロの同次方程式の一般解 xp(t)と右辺がゼロでない非同次方程式の
特殊解 xc(t)の和

x(t) = xc(t) + xp(t) (22)

によって与えられる（本書の付録A.2を参照）。
(21)式の同次方程式の一般解 xp は，本書 7.3節の (7.25)式によって与え
られ，

xc = A sin(ω0t+ δ) (23)

である（δは初期位相）。一方，(21)式の非同次方程式の特殊解を

xp = c1 + c2t (c1, c2は定数) (24)

のように，時間 tの 1次式と仮定して（付録A.2の表を参照），(21)式に代入
すると， (

ω2
0c2 −

a

m

)
+ c1t = 0 (25)

が得られるので，c1 = 0, c2 = a/kとなる。したがって，xp = a
k
t であるから，

(21)式の一般解は

x(t) = A sin(ω0t+ δ) +
a

k
t (26)

となる。また，この質点の速度 v(t) = dx(t)
dt
は

v(t) = Aω0 cos(ω0t+ δ) +
a

k
(27)

となる。
初期条件（t = 0で x = 0, v = 0）を (26)と (27)式に代入すると，

A sin δ = 0, Aω0 cos δ +
a

k
= 0 (28)
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が得られるので，Aと δはそれぞれ

A = − a

kω0

, δ = 0 (29)

または

A =
a

kω0

, δ = π (30)

を満たす。したがって，上記の初期条件のもとでの質点の変位 x(t)は

x(t) =
a

kω0

(ω0t− sinω0t) (31)

となる。

10. [保存力の循環]

本書の演習問題の略解に準ずる

11. [地面と非弾性衝突を繰り返す質点]

(a) 鉛直方向上向きの x軸の正の向きに選ぶと，この質点の満たす運動方程
式は

m
d2x

dt2
= −mg (32)

によって与えられる。この方程式を時間 tで積分すると，この質点の速度

v(t) = −gt+ c1 (33)

が得られ，さらに時間 tで積分することで，質点の位置

x(t) = −1

2
gt2 + c1t+ c2 (34)

が求まる。x(t), v(t)に初期条件（t = 0で v(0) = 0, x(0) = h）を代入すると，
c1 = 0, c2 = hとなり，この質点の位置と速度は，それぞれ

x(t) = −1

2
gt2 + h (35)

v(t) = −gt (36)
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であることが分かる。
この質点が最初に地面に衝突するまでの時間 t0は，(35)式に x = 0を代入

することで，

t0 =

√
2h

g
(37)

であることが分かる。また，質点が最初に地面に衝突したときの速度 v0は，
t0を (36)式に代入して，

v0 = −
√

2gh (38)

であることが分かる。

(b) 最初に床に衝突した直後の質点の速さ v1は，本書の (4.24)式より

v1 = −ev0 = e
√
2gh (39)

となる（ここで，(4.24)式において，v1 = v0, v
′
1 = v1, v2 = v′2 = 0とした）。

また，2回目に衝突する直前の速度 v1は v1 = −v0でるので，2回目に衝突し
た直後の質点の速度 v2は，

v2 = −ev1 = e2v0 = e2
√
2gh (40)

となる。したがって，k回目に衝突した直後の質点の速度 vkは

vk = ekv0 = ek
√

2gh (41)

であると推察できる（この推察が正しいことは，数学的帰納法を用いて証明
できる（証明略））。
k回目に衝突した直後の質点の運動エネルギーは 1

2
mv2k = e2kmghであり，

位置エネルギーはゼロである。一方，k回目に衝突した後に，質点が到達でき
る最大の高さ hkでの質点の運動エネルギーはゼロであり，位置エネルギーは
mghkである。したがって，力学的エネルギー保存の法則より，mghk = e2kmgh

であるから，最大の高さ hkは

hk = e2kh (42)
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である。
いま改めて，質点が床に k回目に衝突した時刻を t = 0とすると，質点の

速度は

v = −gt+ vk = −gt+ ek
√

2gh (43)

と表せるので，質点が x = hkに到達するまでの時間を tkとすると，この式
は 0 = −gtk + ek

√
2ghとなり，tkは

tk = ek

√
2h

g
(44)

となる。

(c) 質点が反発運動を止めて静止するまでの要した距離 Lは

L = h+ 2
∞∑
k=1

hk

= h+ 2h
∞∑
k=1

e2k

= h+ 2h
e2

1− e2

= h
1 + e2

1− e2
(42)

となる。
一方、質点が反発運動を止めて静止するまでの要した時間 T は

T = t0 + 2
∞∑
k=1

tk

=

√
2h

g
+ 2

√
2h

g

∞∑
k=1

ek

=

√
2h

g
+ 2

√
2h

g

e

1− e

=

√
2h

g

1 + e

1− e
(40)
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となる。

12. [直線運動の角運動量]

(a) 短い時間 dtの間に質点が移動したとき，角度 θが dθだけ微小変化したと
する。

d

v0t

v0t cos

L

r

r sin

x

y

図 1: y = Lの直線上を運動する質点

このとき，半径 r，なす角 dθの扇型の円弧の長さ rdθと，質点の微小移動
距離 v0dtの間には

r cos θ = v0 cos θdt (41)

の関係が成り立つので，角速度の大きさ ω = dθ/dtは

ω =
dθ

dt
=

v0
r
cos θ (42)

と表される。また，rと Lの間には

r =
L

cos θ
(43)

の関係があるので，これを (42)式に代入することで

ω =
v0
L

cos2 θ (44)

となる。
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(b) 本書の演習問題の略解に準ずる

13. [加速するエレベータ内での物体の運動]

(a) 鉛直上向きを x軸の正の向きとすると，この質点の運動方程式は

m
d2x

dt2
= −m(g + α) (45)

のように与えられる。この方程式を時間 tで積分することで，質点の速度 vが

v = −(g + α)t+ A (Aは任意の実数) (46)

のように得られ，これを tで積分することで質点の位置 xが

x = −1

2
(g + α)t2 + At+B (AとBは任意の実数) (47)

のように与えられる。初期条件（t = 0で v = 0と x = h）を上の 2式に用い
ると，A = 0, B = hを得ることができる。よって，質点の位置 xは

x = −1

2
(g + α)t2 + h (48)

となる。
質点が床（x = 0）に到達する時間を t = τ とすると，

0 = −1

2
(g + α)τ 2 + h (49)

より，

τ =

√
2h

g + α
(50)

を得る。

(b) 本書の演習問題の略解に準ずる

14. [円錐振り子の運動]

糸の張力をRとすると，Rの鉛直方向成分はR cos θである。質点の高さが
変化しないということは，この力と重力がつり合っている，すなわち，

R cos θ = mg (51)
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が成り立っていることを意味するので，この式から糸の張力の大きさRは

R =
mg

cos θ
(52)

である。
質点は回転軸から距離 r = l sin θの位置を角速度 ωで等速円運動している

ので，質点の遠心力はmrω2 = ml sin θω2である。また，この遠心力は，R

の鉛直方向成分R sin θ = mg tan θとつり合っているので，

ml sin θω2 = mg tan θ (53)

が成り立つ。この式より，角速度 ωは

ω =

√
g

l cos θ
(54)

である。したがって，この質点の周期 T は

T =
2π

ω
= 2π

√
l cos θ

g
(55)

となる。この結果から分かるように，円錐振り子の周期 T は，質点の質量m

に依存せず，糸の長さ lが短いほど短く，角度 θが大きいほど短い。

15. [円柱の慣性モーメント]

(a) 円柱の重心（円柱内の中心軸上の中点）を座標原点，円柱の中心軸を zに
選ぶと，この中心軸のまわりの慣性モーメント Izは，

Iz =

∫ l

−l

dz

∫ a

0

rdr

∫ 2π

0

dϕρr2 (56)

を計算すれば得られます。ここで，密度 ρは質量M を体積 πa2 × 2lで割った

ρ =
M

2πa2l
(57)

であるから，これを (56)式に代入して，積分を実行すると

Iz =
M

2πa2l
×
∫ l

−l

dz ×
∫ a

0

r3dr ×
∫ 2π

0

dϕ

=
M

2πa2l
× 2l × a4

4
× 2π

=
1

2
Ma2 (56)
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となる。

(b) まず，図 2に示すように，円柱の厚さ dzの薄い円板に分解する。

dz

z

x’

x

O

図 2: y = Lの直線上を運動する質点

原点から高さ zの位置の薄い円板の中心を通り，x軸に平行な x′軸を考え
る。この薄い円板（質量 dM = M

2l
dz）の x′軸のまわりの慣性モーメント dIx′

は，12.6.2項の (12.67)式より

dIx′ =
1

4
dMa2 =

Ma2

8l
dz (57)

である。
dIx′に (12.54)式の「平行軸の定理」を用いると

dIx = dIx′ + dMz2

=
M

2l

(
a2

4
+ z2

)
dz (57)

となる。ここで，(12.54)式中の Iを dIx，IGを dIx′と置いた。
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こうして，円柱の x軸まわりの慣性モーメント Ixは，(57)式を積分して，

Ix =

∫
dIx =

M

2l

∫ l

−l

(
a2

4
+ z2

)
dz

= M

(
a2 +

2l2

3

)
(57)

となる。

16. [直円錐の慣性モーメント]

図 3に示すように，直円錐の底辺の中心に座標原点を選び，原点から直円錐
の頂点に向かって z軸を正の向きに設定する。

dz

r=    (h-z)
a

h

a

z

h

z

図 3: 直円錐を薄い円板（厚さ dz）に輪切りにした様子

このとき，高さ zの位置に，厚さ dzの薄い円板を考える。この円板の z軸
のまわりの慣性モーメンド dIは

dI =

∫
円板

ρr2dV = ρ

[∫ a
h
(h−z)

0

r3dr

∫ 2π

0

dθ

]
dz

=
ρa4π

2h4
(h− z)4dz (57)
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となる。ここで，ρは直円錐の密度であり

ρ =
M

1
3
πa2h

(58)

であるから，dIは

dI =
3Ma2

2h5
(h− z)4dz (59)

となる。したがって，円錐全体の慣性モーメントは

I =
3Ma2

2h5

∫ h

0

(h− z)4dz

=
3Ma2

2h5

h5

5

=
3

10
Ma2 (58)

となる。

17. [ヨーヨーの運動]

鉛直下向きを x軸の正の向きに選び，円板の重心の x，円板の角速度 ω，糸
の張力を T とすると，円板の重心の運動方程式は

M
d2x

dt2
= Mg − T (59)

であり，重心まわりの回転の運動方程式は

I
dω

dt
= RT (60)

である。円板の慣性モーメントが I = Ma2

2
であるから，(60)式は

MR
dω

dt
= 2T (61)

となる。

(a) この場合は，糸の先端を固定しているので，円板は糸が解けた分だけ重
心が落下する。したがって，円板の重心の加速度は

d2x

dt2
= R

dω

dt
(62)
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である。(59)式，(61)式，(62)式より，円板の加速度 aと糸の張力 T はそれ
ぞれ

a =
d2x

dt2
=

2

3
g, T =

1

3
Mg (63)

となる。

(b) この場合は，円板が落下しないように糸の先端に加速度 αを与えている
ので，

d2x

dt2
= 0 (64)

である。(59)式，(61)式，(64)式より，

T = Mg, α ≡ a
dω

dt
= 2g (65)

を得る。

(c) 重心が加速度 βで上昇しているので，(59)式より

Mβ = Mg − T (66)

が成り立つ。また，糸の先端と上昇する円板の重心の差が，ほどけた糸の長
さであるから

α− β = a
dω

dt
(67)

が成り立つ。(61)式，(66)式，(67)式より

T = M(g + β), α = 2g + 3β (68)

を得る。

18. [ビリヤードの球の運動]

(a) 撃力を受けた直後の質量M の球の速度が v0であるので，球の力積 F̄ は
F̄ = Mv0である。したがって，球の速度は

v0 =
F̄

M
(69)
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である。
また，球の中心から高さ hの位置を水平に力 F が加えられたとすると，力
のモーメントの大きさはN = hF である。したがって，球の満足する回転の
運動方程式は

I
dω

dt
= hF (70)

である。この運動方程式の両辺を，撃力が働いた短い時間∆tにわたって積分
すると

Iω0 = hF∆t

= hF̄ (70)

となる。ここで，F̄ = F∆tを用いた。また，球の慣性モーメントは I = 2
5
Ma2

であるから，

ω0 =
5h

2a2
F̄

M
(71)

となる。

(b) 本書の演習問題の略解に準ずる
(c) 本書の演習問題の略解に準ずる

第 II部【熱力学】
1. [状態変数の間の関係]

本書の演習問題の略解に準ずる

2. [線膨張率と体積膨張率]

本書の演習問題の略解に準ずる
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3. [ファン・デル・ワールスの状態方程式]

本書の演習問題の略解に準ずる

4. [気体の体膨張率]

(a) 気体の体積 V は，理想気体の状態方程式より V = nRT
p
であるから，体膨

張率 βは

β =
1

V

(
∂V

∂T

)
p

=
1

V

nR

p
=

1

T
(72)

となる。最後の等号で，分母に pV = nRT を代入した。

(b) ファン・デル・ワールスの状態方程式(
p− n2a

V 2

)
(V − nb) = nRT (73)

の両辺を、圧力 pが一定のもとで温度 T で微分すると{
∂

∂T

(
p− n2a

V 2

)}
p

(V − nb) +

(
p− n2a

V 2

){
∂

∂T
(V − nb)

}
p

= nR (74)

となり、微分を実行すると

2n2a

V 3

(
∂V

∂T

)
p

(V − nb) +

(
p− n2a

V 2

)(
∂V

∂T

)
p

= nR (75)

となる。これを式変形すると(
∂V

∂T

)
p

=
nRV 3

pV 3 − n2aV + 2n3ab
(76)

であるから，体膨張率 βは

β =
1

V

(
∂V

∂T

)
p

=
nRV 2

pV 3 − n2aV + 2n3ab
(77)

となる。
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5. [ファン・デル・ワールス気体の比熱]

(a) 与式を本書の (16.20)式に代入することで，

CV =

(
∂U

∂T

)
V

= C (78)

が得られる。
(b) (16.25)式で与えられる

Cp − CV =

[(
∂U

∂V

)
T

+ p

](
∂V

∂T

)
p

(79)

に (76)式と (
∂U

∂V

)
T

=
a

V 2
(80)

を代入することで、

Cp − CV =
( a

V 2
+ p

) nRV 3

pV 3 − n2aV + 2n3ab

=
nRT

V − nb

nRV 3

pV 3 − n2aV + 2n3ab

=
n2R2TV 3

(V − nb)(pV 3 − n2aV + 2n3ab)
(79)

を得る。

6. [体積変化を伴う熱量の変化率]

本書の演習問題の略解に準ずる

7. [ポリトロープ変化]

(a) 気体が外部にする微小な仕事 dW = pdV を

pdV = d(pV )− V dp (80)

のように書き直しておく。また，ポリトロープ変化の関係式 pV k = const.を

pV k = const. ⇔ ln(pV k) = const.

⇔ ln p+ k lnV = const.

⇔ 1

p
dp+

k

V
dV = 0

⇔ V dp = −kpdV (78)
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のように書き直す。(78)式を (80)式に代入すると，微小仕事 pdV は

pdV = − 1

k − 1
d(pV ) (79)

と変形される。これを状態 1（圧力 p1, 体積V1）から状態 2（圧力 p2, 体積V2）
まで積分することで，気体が状態 1から状態 2に変化する間に外部にした仕
事W が

W =

∫ V2

V1

pdV = − 1

k − 1

∫ p2V2

p1V1

d(pV )

= − 1

k − 1
(p2V2 − p1V1) =

1

k − 1
(p1V1 − p2V2) (79)

のように求まる。さらに，理想気体の状態方程式 pV = nRT を用いて

W =
nR

k − 1
(T1 − T2) (80)

と書くこともできる。また，本書の (16.29)式で示したマイヤーの関係式（Cp−
CV = nR）の両辺をCpで割ることで得られる関係式：

nR = CV (γ − 1) (81)

を (80)式に用いることで

W = CV
γ − 1

k − 1
(T1 − T2) (82)

を得る。

(b) 理想気体に対する熱力学第 1法則 d̄Q = CV dT + pdV を，状態 1から状態
2まで積分することで，気体が外部から得た熱量Qは

Q = CV

∫ T2

T1

dT +

∫ V2

V1

pdV

= CV (T2 − T1) + CV
γ − 1

k − 1
(T1 − T2)

= CV
k − γ

k − 1
(T2 − T1) (81)

となる。なお，2番目の等号に映る際に (a)の結果を用いた。
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(c) この気体の比熱は

C =
Q

T2 − T1

= CV
k − γ

k − 1
(82)

である。

8. [ファン・デル・ワールス気体の等温可逆膨張]

ファン・デル・ワールス気体の圧力は，状態方程式より

p =
nRT

V − nb
− n2a

V 2
(83)

であるから，この気体を温度一定のもとで体積 V1から V2まで膨張させたと
きに，気体が外部にする仕事W は

W =

∫ V2

V1

pdV = nRT

∫ V2

V1

1

V − nb
dV − n2a

∫ V2

V1

1

V 2
dV

= nRT ln
V2 − nb

V1 − nb
− n2a

(
1

V2

− 1

V1

)
(83)

となる。

9. [オットーサイクル]

本書の演習問題の略解に準ずる

10. [理想気体のエントロピー]

本書の演習問題の略解に準ずる

10. [温度の異なる気体の混合によるエントロピーの増大]

本書の演習問題の略解に準ずる

第 III部【電磁気学】
1. [連続的に分布する電荷が作る電場]

(a) 半径 aの円環に一様な電荷線密度 λで分布する電荷が作る電場E(r)は，
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円弧上の微小な円弧 adθに帯電した電荷 λadθが作る電場を円環全体で足し
合わせれば（積分すれば）よいので，本書の (19.25)式より

E(r) =
λ

4πϵ0

∫ 2π

0

r − r′

|r − r′|3
adθ (84)

によって与えられる。いま，r = (0, 0, z), r′ = (a cos θ, a sin θ, 0)であるから，
r − r′ = (−a cos θ,−a sin θ, z), |r − r′| =

√
a2 + z2となり，(84)式の x, y, z

成分はそれぞれ

Ex(r) =
−λ

4πϵ0

a2

(a2 + z2)3/2

∫ 2π

0

cos θdθ = 0 (85)

Ey(r) =
−λ

4πϵ0

a2

(a2 + z2)3/2

∫ 2π

0

sin θdθ = 0 (86)

Ez(r) =
azλ

4πϵ0(a2 + z2)3/2

∫ 2π

0

dθ =
λ

2ϵ0

az

(a2 + z2)3/2
(87)

となる。

(b) 半径 aの球殻に一様な電荷面密度 σで分布する電荷が作る電場E(r)は，
球面上の微小な面積素 dS ′ = a2 sin θdθdϕに帯電した電荷 σdS ′が作る電場を
球殻全体で足し合わせれば（積分すれば）よいので，本書の (19.25)式より

E(r) =
λ

4πϵ0

∫
球殻

r − r′

|r − r′|3
dS ′ (88)

によって与えられる。いま，球殻の中心Oと電場を観測する位置（Oから r

だけ離れた位置）を通る直線を z軸選び，r = (0, 0, r)とする。また，r′ =

(a sin θ cosϕ, a sin θ sinϕ, a cos θ)であるから，r−r′ = (−a sin θ cosϕ,−a sin θ sinϕ, r−
a cos θ), |r−r′| =

√
a2 sin2 θ + (r − a cos θ)2

√
a2 + r2 − 2ar cos θとなり，(88)

式の x, y, z成分はそれぞれ

Ex(r) =
−σa3

4πϵ0

∫ π

0

sin2 θ

(a2 + r2 − 2ar cos θ)3/2
dθ

∫ 2π

0

cosϕdϕ = 0 (89)

Ey(r) =
−σa3

4πϵ0

∫ π

0

sin2 θ

(a2 + r2 − 2ar cos θ)3/2
dθ

∫ 2π

0

sinϕdϕ = 0 (90)

Ez(r) =
σa2

4πϵ0

∫ π

0

r − a cos θ

(a2 + r2 − 2ar cos θ)3/2
sin θdθ

∫ 2π

0

dϕ

=
σa2

2ϵ0

∫ π

0

r − a cos θ

(a2 + r2 − 2ar cos θ)3/2
sin θdθ (90)
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となる。Ex = Ey = 0が求まったので，以下ではEzの積分を実行する。
まず，R2 = a2 + r2 − 2ar cos θとおくと，sin θdθ = R

ar
dRとなり，Rの積

分範囲は |r − a|から r − aとなる。また，cos θ = a2+r2−R2

2ar
であるから，(90)

式は

Ez(r) =
σa2

2ϵ0

∫ r+a

|r−a|

r − aa2+r2−R2

2ar

R3

R

ar
dR

=
σa

4ϵ0r2

∫ r+a

|r−a|

(
1 +

r2 − a2

R2

)
dR

=
σa

4ϵ0r2

[
R− r2 − a2

R

]r+a

|r−a|

=
σa

4ϵ0r2

(
(r + a)− |r − a| − r2 − a2

r + a
+

r2 − a2

|r − a|

)
(88)

となる。

■ r ≥ a（球殻の外側）の場合
この場合には |r − a| = r − aであり，(88)式の括弧の中は

(r + a)− |r − a| − r2 − a2

r + a
+

r2 − a2

|r − a|
= 4a (89)

となるので，電場の大きさE(= Ez)は，(88)式より

E =
σa2

ϵ0r2
(r ≥ a) (90)

となる。

■ r < a（球殻の内側）の場合
この場合には |r − a| = a− rであり，(88)式の括弧の中は

(r + a)− |r − a| − r2 − a2

r + a
+

r2 − a2

|r − a|
= 0 (91)

となるので，電場の大きさE(= Ez)は，(88)式より

E = 0 (r < a) (92)
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となる。

2. [点電荷に対するガウスの法則の応用]

本書の演習問題の略解に準ずる

3. [静電場に対するガウスの法則の応用]

本書の演習問題の略解に準ずる

4. [静電ポテンシャル]

(a) 本書の (19.64)式より，球殻が作る電場の大きさは

E(r) =

{
ρ
3ϵ0

r (r < a)
ρ
3ϵ0

a3

r2
(r ≥ a)

(93)

である。
■ r ≥ a（球の外側）の場合

ϕ(r) = −
∫ r

∞
E(r)dr

= −ρa3

3ϵ0

∫ r

∞

1

r2
dr

= −ρa3

3ϵ0

[
−1

r

]r
∞

=
ρa3

3ϵ0r
(91)

■ r < a（球の内側）の場合

ϕ(r) = −
∫ r

∞
E(r)dr

= −ρa3

3ϵ0

∫ a

∞

1

r2
dr − ρ

3ϵ0

∫ r

0

rdr

= −ρa3

3ϵ0

[
−1

r

]a
∞
− ρ

3ϵ0

[
r2

2

]r
a

=
ρa2

3ϵ0
− ρ

3ϵ0

(
r2

2
− a2

2

)
=

ρ

6ϵ0
(a2 + r2) (88)
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(b) 本書の (19.61)式より，無限に長い直線導体が作る電場の大きさは

E(r) =
λ

2πϵ0r
(89)

である。したがって，位置 rでの静電ポテンシャルは

ϕ(r) = −
∫ r

1

E(r)dr

= − λ

2πϵ0

∫ r

1

1

r
dr

= − λ

2πϵ0
[ln r]r1

= − λ

2πϵ0
ln r (87)

5. [コンデンサーの容量]

(a) 内側（r = a）と外側（r = b）の球殻にそれぞれ+Qと−Qの電荷が帯電
しているとすると，a ≤ r < bの範囲の電場の大きさE(r)は，ガウスの法則
より

E(r) =
Q

4πϵ0r2
(88)

である。このとき，外側と内側の球殻の間の電圧 V は

V =

∫ b

a

E(r)dr

=
Q

4πϵ0

∫ b

a

1

r2
dr

=
Q

4πϵ0

[
−1

r

]b
a

=
Q

4πϵ0

(
1

a
− 1

b

)
=

Q

4πϵ0

b− a

ab
(86)

となる。したがって，電気容量Cは

C =
Q

V
= 4πϵ0

ab

b− a
(87)

である。
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(b) 内側と外側の円筒にそれぞれ，単位長さあたり+qと−qの電荷が帯電し
ているとする。このとき，a ≤ r < bの範囲の電場の大きさは

E(r) =
q

2πϵ0r
(88)

である。このとき，外側と内側の円筒の間の電圧 V は

V =

∫ b

a

E(r)dr

=
q

2πϵ0

∫ b

a

1

r
dr

=
q

2πϵ0
[ln r]ba

=
q

2πϵ0
ln

b

a
(86)

となる。長さLの円筒コンデンサーの内側と外側の電極には，それぞれQ =

±qLの電荷が蓄えられているので，このコンデンサーの電気容量Cは

C =
qL

V
= 2πϵ0

L

ln b
a

(87)

である。

6. [導線を流れる過渡電流]

与えられた初期条件（t = 0で v = 0）のもとでの (20.7)式の運動方程式の解
は，第 I部 7.2項の (7.17)式の gを eE

m
に置き換えることで

v(t) =
eE

γ

(
1− e−

γ
m
t
)

(88)

となる。したがって，電流の大きさは

I(t) = env(t)S

=
(
1− e−

γ
m
t
) ne2ES

γ

=
(
1− e−

γ
m
t
) V

R
(87)

となる。上式の最終行では，R = γ
ne2

L
S
，V = ELと置いた。
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7. [サイクロトロン運動]

(a) v = vxex + vyey + vzezと置くと，B = Bezであるから，ニュートンの運
動方程式は

m
dv

dt
= qv ×B

= q(vxex + vyey + vzez)×Bez

= −qvxBey + qvyBex (86)

となる。ここで，ex × ez = −ey，ey × ez = ex，ez × ez = 0を用いた。以
上より，運動方程式を x, y, z成分はそれぞれ

m
dvx
dt

= qvyB (87)

m
dvy
dt

= −qvxB (88)

m
dvz
dt

= 0 (89)

である。

(b) まず，(87)式より

vz = const ≡ C (90)

であることが分かる。初期条件（t = 0で z = 0, vz = 0）を (90)式に代入す
ることでC = 0が得られるので，

vz = 0 (91)

である。
次に，(87)式の両辺を tで微分すると

m
d2vx
dt2

= q
dvy
dt

B (92)

となる。この式の右辺に (88)式を代入すると

d2vx
dt2

= −
(
qB

m

)2

vy ≡ ω2
Lvx (93)
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となる。ここで，ωL ≡
√

qB
m
はラーモア周波数である。(93)式は調和振動子

の運動方程式と同じであるから，その一般解は

vx = A cos(ωLt+ δ) (94)

である。これを (88)式に代入することで，

vy = −A sin(ωLt+ δ) (95)

となる。したがって，初期条件（t = 0で vx = v0, vy = 0）を (94)式と (95)

式に代入することで，δ = 0, A = v0が得られるので，この質点の速度の x成
分と y成分はそれぞれ

vx = v0 cosωLt (96)

vy = −v0 sinωLt (97)

である。

(c) この質点の位置ベクトルの x, y, z成分はそれぞれ，(96)式，(97)式，(91)

式を時間 tで積分することで

x =
v0
ωL

sinωLt+X0 (98)

y =
v0
ωL

cosωLt+ Y0 (99)

z = Z0 (100)

となる。ここで，X0, Y0, Z0はいずれも定数である。これら 3式に初期条件
（t = 0で x = 0, y = 0, z = 0）を代入すると，X0 = 0, Y0 = −v0

ωl
, Z0 = 0が

得られるので，この質点の x座標と y座標は，

x =
v0
ωL

sinωLt (101)

y =
v0
ωL

cosωLt−
v0
ωL

(102)

z = 0 (103)

となる。
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(d) (101)式と (102)式より

x2 +

(
y +

v0
ωL

)2

=

(
v0
ωL

)2

(104)

となる。

8. [同軸ケーブルのつくる磁束密度]

同軸ケーブルの中心から半径 r（a ≤ r < b）の円を閉曲線Cとして，Cに対
してアンペールの法則を適用すると

2πrB = µ0I (105)

であるから，a ≤ r < bでの磁束密度の大きさBは

B =
µ0I

2πr
(106)

となる。

9. [トロイドコイルのつくる磁束密度]

トロイドコイルの中心から半径 r（R− a ≤ r < R+ a）の円を閉曲線Cとし
て，Cに対してアンペールの法則を適用すると

2πRB = µ0NI (107)

であるから，a ≤ r < bでの磁束密度の大きさBは

B =
µ0NI

2πR
(108)

となる。

10. [一様な磁束密度の中を回転する導体棒に生じる誘導起電力]

回転する棒の先端の面積速度 dS/dtは

dS

dt
=

1

2
L2ω (109)
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である。したがって，この棒の両端に生じる誘導起電力の大きさ V は，本書
の (21.6)式より

V =

∣∣∣∣−dΦ

dt

∣∣∣∣ = B
dS

dt
=

dS

dt
=

1

2
L2ωB (110)

である。

11. [単極誘導]

(a) 導体円板の中心から半径 rの位置にある電子に働くローレンツ力は

F = −ev ×B = −erωBer (111)

である。したがって，この電子に働く電場は

E =
F

e
= −rωBer (112)

である。
こうして，円板と縁の間に生じる誘導起電力 V は

V = −
∫

E · dr = −
∫ a

0

(−rωB)dr =
1

2
ωBa2 (113)

となる。

(b) 本書の演習問題の略解に準ずる

12. [波動方程式の一般解]

本書の演習問題の略解に準ずる

13. [同軸ケーブルが運ぶポインティングベクトル]

(a) 内芯電極と外芯電極のそれぞれに，単位長さあたり qの電荷が帯電してい
るとき，同軸ケーブル内部（a ≤ r < b）の電場Eは

E =
q

2πϵ0r
(114)

によって与えられる。一方，内芯電極と外芯電極の間の電圧 V は

V =
q

2πϵ0
ln

b

a
(115)
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である。(114)式と (115)式より，Eと V の間には

E =
V

r ln b
a

(116)

の関係がある。

(b) 問題 8の解答を参照．
(c) 本書の演習問題の略解に準ずる
(d) 本書の演習問題の略解に準ずる
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