
　　　補足事項　

§　世界がもしも 個の粒子からできているなら　　　 　　　

世界

　個の粒子からなる世界がもしもあるとして，この世界の粒子の運動を考えることで力学の構造

を考察しましょう．

　用いるものは，すべての物体で任意の時刻で成り立つ法則つまりどんな時刻であっても成り立つ法

則である運動方程式

   

質量 時刻の

加速度

時刻に

受ける力

任意の時刻で成立

運動方程式

と，加速度および速度の定義

　　　　　　　　　　　　　　　　　  
 


    



　　　　　　　　　　　　　　　　　  
 


    



と，時刻におけるある粒子が受ける力  は，その粒子を含む個の粒子の，時刻における位

置と速度が決まれば完全に決定できるという事実です．

   時刻の瞬間の個の粒子の

位置と速度が決まれば決まる．

　まずは個の粒子のうちの個に注目し，「粒子１」と名づけてその運動をみていきましょう．

観測をはじめた時刻をとすると，この瞬間の運動方程式および加速度，速度の定義は

   

  
 


   



  
 


   



となります．
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　ここでが微小時間であることを前提にして記号を外し，

   

  
   



　

　　　　　　　　　　　　　　　　

  
   



として，  の式を運動方程式に代入して整理すると，次のようにまとめることができます．

      

      

　さきほど述べたように，時刻に粒子１が受ける力  は，時刻の瞬間における個の粒子の

位置と速度だけによって決まります．また ，  は時刻における粒子１の位置と速度です．そ

のため，この式の右辺は時刻の個の粒子の位置と速度が決まればすべて決まります．ここから

いま導いた式は，時刻から時刻の情報を求める式，つまり時刻の個の粒子の位置と速度を

もとに，微小時間だけ後の粒子１の位置と速度を求める式だと考えることができます．

      

      

時刻における

粒子１の位置と速度は

時刻における個の粒子の

位置と速度が決まれば決まる．

時刻から時刻 の位置と速度を求める式

　ここまでは粒子１について話をしましたが，もちろん同じ論法が残り個の粒子についても成り立

ちます．したがって，個のすべての粒子について時刻の位置と速度がわかれば，そこからこれ

らすべての粒子の時刻の位置と速度を決められることがわかりました．

時刻における

個の粒子の

位置と速度

時刻における

個の粒子の

位置と速度
決まる

　いま，時刻から時刻の位置と速度を決める式について述べましたが，運動方程式はどんな時刻

でも成立しますから，時刻から時刻の位置と速度を決める式についても同様に導けます．時刻

における運動方程式と加速度と速度の定義

   

  
 


   



  
 


   



から，
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      

      

とすればよいです．残り個の粒子も同様の論法が使えるので，結果は次のようになります．

時刻における

個の粒子の

位置と速度

時刻における

個の粒子の

位置と速度
決まる

　そして，これはいくらでも繰り返せます．つまり個のすべての粒子について時刻の位置と速

度が決まれば，そのすべての粒子の時刻の位置と速度が決まり，時刻の位置と速度から時刻

の位置と速度が決まり，時刻の位置と速度から時刻の位置と速度が決まり，…と，まる

でドミノ倒しのようにして，任意の時刻の位置と速度，つまりどんな時刻であってもその位置と速度

を決めることができます．まとめると，次のようになります．

時刻の

位置と速度

時刻の

位置と速度

時刻の

位置と速度

時刻の

位置と速度
…

初期条件 任意の時刻

　これが力学がもっている構造です．時刻におけるすべての粒子の位置と速度が決まれば，そこか

らすべての粒子のどんな時刻の位置と速度も決めることができます．

　なお，話をわかりやすくするため，ここまで１次元の運動つまり直線上の運動で議論をしてきまし

たが，たとえ３次元の運動つまり立体の世界の運動であっても，位置，速度，加速度，力をそれぞれ

  ，  ，  ，  というベクトルにするだけで話はすべて同じです．

　「力学は初期条件が決まればすべてが決まる」とか「力学は決定論的である」などとよく言わ

れるのは，これが理由です．有名な「ラプラスの悪魔」という話もこの論法の話です．

―――――――――――――――――――――コラム―――――――――――――――――――――

　実際には，そもそも初期条件をどれぐらいの精度で決めることができるのかということに，不確定

の要素が多いにあります．そしてその不確定な要素がその後の時刻の経過にともなって，大きく増幅

されることがありますカオスとよばれる現象がその例です．そのため，サイコロを手でふっても，

次の目を予測することは実際には難しいです．

―――――――――――――――――――――――――――――――――――――――――――――
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§　単位をもとにした次元の定義　　　　　　　 　　　　　　　

　次元については，次のように定義することもできます．

２つの物理量を比べたとき，一方の単位が他方の単位の実数倍したもので

表されるとき，２つの物理量は同じ次元をもつ．

単位をもとにした次元の定義

　これは単位をもとにした次元の定義です．相対性理論のような違う次元と思われていた時間と空間

がまざりあう理論を考える際にも有効な定義の仕方です．ただし，この定義においてはセ氏温度と華

氏温度は例外となり，「セ氏温度と華氏温度は絶対温度と同じ次元とする．」と別に定義をします．
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§　微分方程式の性質　　　　 　　　　　　 　　　　　　　　 

　微分方程式の分類

　微分方程式は次のように分類ができます．

階数

　階の微分
 

まで含む微分方程式を 階微分方程式または 階の微分方程式といいます．た

とえば，

　　　　　　　


，　



，　



，　



  

は１階，

　　　　　　　
 

，　

 






，　

 






  

は２階の微分方程式となります．

線形

　，



，

 

，…，

 

の１乗の項のみからなる微分方程式を線形微分方程式といいます．たと

えば，

　　　　　　　



，　

 






，　






は，線形微分方程式ということができますが，

　　　　　　　


 



，　

 






  ，　



 





は，２乗の項


 



，  や３乗の項



 



を含むため，線形微分方程式とはいえません．

定数係数

　，


，

 

，…，

 

の係数が定数である微分方程式を定数係数の微分方程式といいます．た

とえば，

　　　　　　


，　

 






，　

 



は定数係数の微分方程式ですが，

　　　　　　 


，　 

 






，　

 



は定数係数の微分方程式ではありません．

　本書で扱うのは，定数係数の階線形微分方程式です．単に，線形微分方程式と表すことも多い

です．
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　さて，微分方程式にはもう一つ分類があります．

どうじ せいじ

ひどうじ ひせいじ

　　　　　　　


，　

 






，　

 



のように，右辺がとなる場合を同次または斉次といい，ではなく一般にの関数  である場

合を非同次または非斉次といいます．

定数係数の 階線形微分方程式

とともに変化する量  に対して


 

  

  
 
… 




   

  ，  ，…，  ：に依存しない定数，  ：の関数

補足：  の場合を同次斉次，  の場合を非同次非斉次といいます．

　微分方程式の解の性質

　例として，１階の線形微分方程式

　　　　　　　　　　　　　　　　　　



　　　　　　　　　　　　　　　　　　　

で説明します．ここではを時刻の意味で扱います．もちろん，この微分方程式はどんな時刻であっ

ても成立します．

　さて，


は の極限で

    


と書けるので，微小時間を用いると

　　　　　　　　　　　　　　　
    




と書け，を  と書いて整理すると，

　　　　　　　　　　　　　　　
    


  

より，

　　　　　　　　　　　　　　　      　　　　　　　　　　　　　

と書けます．この右辺は時刻の情報とだけを使って書けますので，この関係式は，時刻のか

ら，少し未来の時刻でのを求める式と考えることができます．

     

どんな時刻でも成立

時刻に 時刻におけるから
おけるを 求める．



　時刻におけるの値  がわかっているとします．このときをに代入すると，

　　　　　　　　　　　　　　      　　　　　　　　　　　　　　　

より，微小時間だけ経過した後の  が求まります．またをに代入すると，

　　　　　　　　　　　　　　     　　　　　　　　　　　　　

より，次は から  が求まります．またをに代入すると，

　　　　　　　　　　　　　　      　　　　　　　　　　　　
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より，さらに次は  から  が求まります．

　このような繰り返しを次々とおこなっていけば，どんな時刻における  の値であっても  を

定めれば求めることができます．つまり任意の時刻における の値が，時刻の  における値

を定めれば一意に定まるのです．

　これが一般解 であり，その結果として，作成された一般解  には  が入りこんだものにな

ります．そしてこの  は初期条件として何を選んでもよいので，それがいわば一般解の未知数の役

割をします．これが１階の微分方程式には１個の未知数が入る原因です．

　次に，２階の微分方程式

　　　　　　　　　　　　　　　　　　
 






　　　　　　　　　　　　　　　

を例にとって考えましょう．これに対しては新しく変数

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　


　　　　　　　　　　　　　　　　　

を用意すると，は

　　　　　　　　　　　　　　　　　　



　　　　　　　　　　　　　　　

より

　　　　　　　　　　　　　　　　　　



　　　　　　　　　　　　　　　　

と変形できます．そして，を並べて，



　　　　　　　　　　　　　　　　　　


　　　　　　　　　　　　　　　

　　　　　　　　　　　　　　　　　　





と書き，さきほどと同様に微小時間を用いて整理すると，



　　　　　　　　　　　　　　　
    


    　　　　　　　　　　　　　　　

　　　　　　　　　　　　　　
    


 

と変形でき，ここからさらに

　　　　　　　　　　　　　　　        

　　　　　　　　　　　　　　　     

と変形できます．  を
 


にもどしてまとめなおしますと，次のようになります．

  



 

   

 


  
 


 

時刻における 時刻におけると
とを から求める．

どんな時刻でも成立
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　これはやはり，  ，
 

から次の時刻の  ，

  


が求まる構造をしています．その

ため，さきほどと同様に，  ，
 

から ，

 


が求まり，  ，
 


から  ，

 


が求まり，さらに ，
 


から  ，
 


が求まります．

　このような繰り返しを次々とおこなっていけば，どんな時刻における  ，
 

であっても，

  ，
 

を定めれば求めることができます．つまり任意の時刻における ，

 

の値が，時刻

における  ，
 

を定めれば一意に定まるのです．

　これが一般解 であり，その結果として，作成された一般解  には  と
 

が入ったもの

になります．そして，この  と
 

は初期条件として何を選んでもよいので，それがいわば一般解

の未知数の役割をします．これが２階の微分方程式には２個の未知数が入る原因です．
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§　極限と微分の性質　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 

　極限の性質

　本書で用いる極限の性質についてまとめておきます．
 
  ，

 
  が存在するとき，次の式が

成り立ちます．

 
      

 
  

 
 

 
      

 
  

 
 

 
  

 
  　は定数 

　合成関数の微分

　  がの関数として微分可能，  がの関数として微分可能であるとき，合成関数

   も微分可能で，次の関係式が成り立ちます．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　












　　　　　　　　　　　　　　　　　

証明

　を

　　　　　　　　　　　　　　　　　   

と定義すると，　

　　　　　　　　　　　　
 


 
           

より， のとき， となります．

　ここで，合成関数   のによる微分を考えると，






 


      




 


      




 


      


･





 


    


･

    




 


    

  


    












微分の定義そのまま．

の定義    

より    とした．

分母と分子にをかけた．

    を用い，

の中の  は単にと表した．

微分の定義そのまま．

 
     

 
 

 
  を用いた．

その際， のとき を用いた．

例　  ，  のとき，

　　　　　　　　　　　　　　　　





 












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　積の微分

　  ，  が微分可能であるとき，次の関係式が成り立ちます．

　　　　　　　　　　　　　　　　　


   








　　　　　　　　　　　　　　　


 


         




  


 


                     




 


                




 
      


    

    



微分の定義そのまま．

ここを挿入した．

整理した．

証明





   



  
      

 
  

 
  を用いた．


 
 

     


   

 
  

    











 
 

     


  


 
 

 
 

 


    

  
  

 
    





 



の定義と，

 
      

 
  

    



 
 


    



 



  はに対して影響を

受けないのでの前にだした．



の定義
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§　指数関数の定義と対数関数の性質　　 　　　　　　　　　 

　指数関数の定義

　指数関数は次のように定義されます．



  …，　  ，　  



，を実数，を自然数，を整数として，

指数関数  の定義

回



  

   
 



  を無理数に収束する有理数列とするとき，
 

 
 

　は自然数…からはじめて，や，…を含んだ数である整数まで定義をひろげ

たものと解釈できます．

　は

　　　　　　　　　


，　



…，　






…

といった，
整数
自然数

と表すことのできる数である有理数まで定義をひろげたものと解釈できます．

　は

　　　　　　　　　　　　　 …，　 …

といった，
整数

自然数
と表すことのできない数である無理数まで定義をひろげたものと解釈できます．

実数のうち，有理数を除いたものが無理数です．
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　対数関数の性質の証明

        



対数関数   の性質

     

，，，，，を実数として



  

  

対数の定義より  より，対数の定義から

　　　　　　　　　　　　　　　　　　  

   ，   とおくと，対数の定義から

  



　　　　　　　　　　　　　　　　　  ，  

　ここで   に注目すると，

　　　　　　　　　　　　　　　　　   







　最左辺と最右辺に注目して，対数の定義から

 



  




対数の定義より
　　　　　　　　　　　　　　　　　　 





　，を元に戻すと，

　　　　　　　　　　　　　　　　     




 

  

  

   

対数の定義より   とおくと，対数の定義から

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　  

　ここで  に注目すると，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　   
 

  

  

  

対数の定義より
　最左辺と最右辺に注目して，対数の定義から

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　  

　を元に戻すと，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　    
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§　自然対数の底を用いた微分積分　　　　　　　 　　　　　 

定義

　自然対数の底は次のように定義されます．


 





  

自然対数の底の定義

性質

　本書で用いる自然対数の底の性質は，問１から問３という形式にして，下にまとめます．

問１

次の，を示せ．は自然対数の底とする．


 
    


 

 


 


 


 


   




 



     
 
 




   
 
   



を前に出した． 


 


  の定義  

  とおくと， のとき 

このとき  より

よって，

        

対数の定義

問１でをにを分母に
もってきた．

をで

置き換えた． 変えただけ．

 


 




 




   


 




   




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問２

次の，を示せ．は自然対数の底，，は定数とする．





   

  

   





 

 


  




 


  




 


   



微分の定義       でくくった．  を前に出した．

問１でがに変わっただけ．




  
 

 


    




 


  






  


 


＝ 

 


 



微分の定義

上式をで書き換えた．

ここでとおくと， のとき ．このとき



  
  

 


 


  ･ 

問１

       を前に出した．カッコを外した．

＝ 
 


 


  ･ 

＝
 


  


 

 


 



分子と分母にをかけた． 分母のをの中に入れた．

＊は定数を前に出して，合成関数の微分を使ったほうが早く解けます．下に別解として載せます．

別解

  

 

  



ここでとおくと，合成関数の微分









より



  
 



  
 








 




 



   

を前にだした．

問２ を代入した．合成関数の微分
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問３

次の，を示せ．は自然対数の底，，は定数とする．



   






      


 

またでは，ではとする．



のとき



   


  
 


     




 




 
 



微分の定義     

絶対値を外した．

＝
 




   




 









  



ここで



とおくと， のとき 

よって，


   
 




     


  
 




   


  
  




･





のとき



   


   

ここでとおくと，合成関数の微分









より


   


    


  













   






      


   

ここでとおくと，合成関数の微分









より



      


    


  












問３合成関数の微分

を前にだした．

でをにした． を代入．合成関数の微分

絶対値を外した．
自然対数の底の定義．

＝


 

  






 

を代入した．
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§　三角関数の微分　　 　　　　　　　　　　　　　　　　　 

　サイン，コサインの微分の証明は，次のように定理１～４と順番にそっておこないます．

定理１


 
 





定理１

証明

　 のときを考えるので， 



としてよい．





のとき，








 



＜ ＜

 





 




 



  

　半径，中心角の扇形を描き，点における扇形の接線がの延長と交わる点をとす

ると，面積について，

　　　　　　　　　　　　　　△扇形△

よって

　　　　　　　　　　　　　


･･



･  ･



･･

 を代入してをかけ， で割ると，

 　　　　　　　　　　　









この各辺は正の数であるから，その逆数をとると大小関係が反対になり，

　　　　　　　　　　　　　　　　 





 
 であること

 
 は側から の極限をとることを意味から，はさみうちの

原理より，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　
 











のとき，

　 とおくと，
 
 は側から の極限をとることを意味するとして，

 とおいた．     を用いた．

　　　　　　　
 






 


  



 


 



 





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定理２


 
 

  




定理２

証明

 


 




 
      

  


 


  

  


 


  

  

分母と分子にをかけた． 分子を計算．    


 
  



 




 




･･

順番を並び替えた． 証明１をつかった．

定理３




   

定理３

証明



   
 


    




 


  




 
  

 








加法定理をつかった．

順番を並びかえた．

微分の定義そのまま．

 ･ ･



定理１と２をつかった．

 
 


 


 

 





カッコを外して整理した．
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定理４



    

定理４

証明


   

 


     


微分の定義そのまま．


 


  




 
  

 








加法定理をつかった．

順番を並びかえた．

 ･ ･ 定理１と２をつかった．


 


 


 

 





カッコを外して整理した．



　　コメント　定理１に登場した半径，中心角の扇形の面積  の証明には，半径の円の

　　　　　　面積  の証明が必要です．円の面積  を，扇形の円に対する角度の比である

　　　　　　倍したものが扇形の面積  だからです．それでは面積円の面積  の証明には何が

　　　　　　必要でしょうか？自分で考えてみてくださいね．
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§　定積分と原始関数　 　　　　　　　　　　　　　　　　　 

　定積分

　定積分

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 


  

の定義は次のようにおこないます．

    

 

  

 

 

 

　図のようにを

　　　　　　　　　　　　　      …     … 

と分割し  ，   ，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　      

とします．また，いわば「高さ」をはかる点として 

　　　　　　　　　　　　　　　　　　      

を用意します．

      

 





   

 
 

 

 

 

 

 



　そして細長い長方形の面積の合計である

　　　　　　　　　        …    …   

が，  とするときすなわち分割を細かくするとき，分割の仕方や各の選び方によらず一定の
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値におちついていくとき，その値を 


  と書きます．すなわち，

　　　　　　 


  
  


 



    

　　　　　　　　        …    …   

が定積分の定義です．これは右下の図のようにの範囲のグラフの面積を表します．

    

 

   

 





　参考：       の  を用意する意味――――――――――――――――――――――――

    

 

     

 



    とした場合      とした場合

　上図のような右肩上がりのグラフでは，    とした場合は左図のようにグラフの面積を実際の面

積より小さく見積もることに対応し，     とした場合には右図のように大きく見積もることに対

応します．

   
    とした場合      とした場合

         

　一方で上図のような右肩下がりのグラフの場合には，左図のように    とした場合が大きく見積

もり，右図のような     とした場合が小さく見積もることに対応します．

　このようにグラフの形によって，どこを大きく見積もり，どこを小さく見積もるべきかが様々に変

わります．そこでどんなグラフの形でも対応がつくようにするために，あえて一般の点  を用意して

います．

―――――――――――――――――――――――――――――――――――――――――――
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　微積分の基本原理



 


変数

  ＝ 


  



　定積分の積分範囲の上端を変数にした関数  を考えます．つまり，

　　　　　　　　　　　　　　　　　   


  　　　　　　　　　　　　　　　　　　

これを微分しますと，微分の定義より，

　　　　　　　　　　　　　　　　





 


    



　　　　　　　　　　　　　　　　　
 


 
 

    


  



　　　　　　　　　　　　　　　　　
 


 
 

  


　　　　　　　　　　　　　　

を得ます．ここで， 
 

  は下図左の斜線部の面積を表します．



 

 

 



 

 




 

　さて，からの範囲における  の最小値を，最大値をとしますと，

　　　　　　　　　　　　　　　　 
 

  

となり，両辺を でわると，

　　　　　　　　　　　　　　　　　
 
 

  




となります．

―――――――――――――――――――――――――――――――――――――――――――――

　   


  よりも，   


  と書いた方が，「 が積分区間の関数」であることを強調ができて，

　より正確ですが，文字が増えて見づらくなってしまうので，本書では，   


  のままとしました．
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　そして の極限を考えると，   ，   となることから，はさみうちの原理より，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　
 


 
 

  


  　　　　　　　　　　　　　

を得ます．このにとを代入して整理すると，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　

  



    　　　　　　　　　　　　　　　

を得ます．これを微積分の基本定理といいます．



  


   

意味：からまでの  の定積分をで微分すると，  になる．

微積分の基本定理



　原始関数

　微分をしたら  になる関数  を考えます．

　例えば  を定数として，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　   

に対しては，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　     

がそうです  はどんな定数でもよいです．

　また例えば  ，  を定数として，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　     

に対しては，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　  


 
    

がそうです  はどんな定数でもよいです）．

　このように，微分をしたら  になる関数  を一般に原始関数とか不定積分とよび，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　     

とかきます．




   

原始関数不定積分の定義

     

意味：原始関数  とは，微分をしたら  になるもの．

意味：その を，   と書くことにする．




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　定積分と原始関数

　微積分の基本定理で求めた 



  は，前節で求めた  の原始関数のひとつであり，その差は

せいぜい定数なので，

　　　　　　　　　　　　　　　　　 



    

と書けますは定数．

　ここで とすると，からまでの範囲までの長方形の面積の合計の意味である左辺はにな

るので

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　  

ゆえに

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 

よって

　　　　　　　　　　　　　　　　　 



     

を得ます．これは定積分左辺と，原始関数右辺とをつなぐ非常に大事な関係式です．を代入

すると，

　　　　　　　　　　　　　　　　　 



     

となり，より意味がわかりやすくなります．

 


     

長方形の面積の

合計積分は

原始関数と呼ばれる微分したら になる

関数     を用いて表される．

　この式の意味するところは，からまでの  という関数による面積を意味する定積分左辺は，

原始関数と呼ばれる微分をしたら  になる関数

　　　　　　　　　　　　　　　　　　     

を用意して，その  に を代入した  から， を代入した  をひくことで求まる

ことを意味します．なお，    は略して 


   ともよく書きます．すなわち，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　 



   


  

とも書きます．

　なお，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　 



     

に，原始関数の定義である

―――――――――――――――――――――――――――――――――――――――――――――

　脚注で述べたように，   



  は本来，   



  と書くべきものであるため，を

　代入しても   



  となり，積分の  部分は変更されません．
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


   

を代入すると，次の関係式が得られます．

　　　　　　　　　　　　　　　　　 

  


   

この関係式は，微分を積分すると元に戻ることを表していると解釈できます．なお，本書の書き方に

あわせて， ，    ， はじめ  ， おわり  ， はじめ   ， おわり   と文字を変

更すると，次の関係式になります．

 はじめ

おわり 


 おわり はじめ 
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